Emilija Pordevic i Anja Pajic

Numericki model distribucije
kompanija po veli¢ini

Cilj rada je implementacija modela koji na realistican nacin predstavlja
stvaranje razlicitih raspodela kompanija po velicini, bez uvodenja
vestackih komplikovanih modela koji su se pojavijivali u ranijim radovima.
U osnovi modela je uspostaviljena analogija izmedu trZista i gasa, kao i
maksimizacija profita firmi u zavisnosti od ispitivanih parametara. Imple-
mentirani model je verifikovan na podacima za broj radnika u kom-
panijama u SAD. Rezultati pokazuju da umanjivanjem poreskih stopa i
uvecanjem stepena ulaganja u tehnoloski razvoj dolazi do nastanka velikih
kompanija. Najvece razlike medu kompanijama u raspodeli nastaju zbog
nejednakosti u stepenu ulaganja medu kompanijama, a monopoli mogu
nastati i usled velikih opsega premija na rizik koje izdaju banke. Takode,
pracen je profit firmi, ukupan kapital, ljudski kapital u sistemu, kao i rast
celokupne privrede.

Uvod

Ekonofizika je interdisciplinarna oblast koja primenjuje ideje, metode
i modele iz statisticke fizike radi analize podataka i reSavanja ekonomskih
problema. Naj¢esci radovi ove oblasti bave se problemima kretanja cena na
berzi, raspodelom kapitala i bogatstva, kao i distribucijom veli¢ina kompa-
nija, $to je i predmet istrazivanja ovog rada.

Dva ekstrema koje raspodela moze predstavljati jesu jednakost svih
kompanija na trZiStu i monopol jedne kompanije koja upravlja trZiStem.
Ovaj problem je bitan jer se odraZava na stanovniStvo. Naime, problem je
od znacaja i za blagostanje, jer monopolisti¢ke firme same postavljaju cenu
koja optimizuje njihov profit, dok u uslovima savrSene konkurencije (drugi
ekstrem) cena se formira isklju¢ivo ponudom i traZnjom, pa je samim tim
najpovoljnija mogucéa po kupca. Realnost je uvek negde izmedu, samo je
pitanje kom je od dva ekstrema bliZa.

Moze se uspostaviti analogija izmedu trzista i idealnog gasa. Molekuli
gasa interaguju sudarima, pri ¢emu razmenjuju energiju i impuls. U svom
radu Takayasu i Okuyama (1998) interakcije medu kompanijama svode na
parove kompanija koje u ,,sudarima” razmenjuju delove kapitala. Medutim,
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u njihovom radu se na ovaj nacin dobijaju raspodele kod kojih je jedna
kompanija dominantna, odnosno monopoli. Kako bi se ovo sprecilo, uvodi
se oporezivanje kapitala kompanija koje intereaguju. U naSem radu, kapital
se ne razmenjuje u medusobnim interakcijama dve kompanije, ve¢ u zavi-
snosti od celokupnog trZiSta. Umesto toga, u ,,sudarima” parova kompanija
dolazi do razmene za vrednosti parametara koji uticu na bolje uslove koje
kompanije imaju na trZiStu: cene kapitala, uslovi za radnu snagu i troskove
investicija u ljudski kapital.

Veli¢ina kompanija u raspodeli definisana je njihovim kapitalom.
Velicina koja se takode posmatra jeste stopa rasta kompanija, koja se ra-
¢una po formuli:

r, =InS, —-In§,

gde su Sy 1S, veli¢ine date kompanije u dva uzastopna trenutka. Varijacije u
stopama rasta zavise od veli¢ine kompanija (Stanley et al. 1996):

o(S,) =(n(S,) ™"

Empirijski odredene vrednosti faktora 3 zavise od ispitivanog sistema: 0.15
(Amaral et al. 1996), 0.18 (Amaral et al. 1997), 0.28 (Buldyrev et al. 2005)
itd. Tipi¢no se uzima vrednost 3 =0.2.

Verovatnoca da kompanija ima neku stopu rasta jeste:

1 \/§|rl _fll
P(r,|S)) =—=——exp| —————11|,
A e

gde je r, srednja stopa rasta.

U razvijenim modelima raspodela firmi i verovatnoca njihovih stopa
rasta dobija se uvodenjem trZiSta na kome posluju kompanije i radnici, koji
takode kupuju proizvedena dobra (Metzig i Gordon 2014)

Cilj ovog rada bio je implementacija jednostavnijeg modela koji dovo-
di do stvaranja realisti¢nih raspodela kompanija bez uvodenja vestackih
poreza kao stabilizacionih faktora. Model se zasniva na maksimizaciji
profita koji u slede¢em trenutku moZe ostvariti svaka kompanija. Ispitivani
su uticaji poreza, cena kapitala, plata radnika, troskova ulaganja u ljudski
kapital i nacina na koji razvoj uti¢e na efikasnost u buduéem poslovanju.

Model

Sistem predstavljen naSim modelom zasniva se na uvodenju trzista na
kome se nalazi jedno konkurentno dobro, ¢iju cenu simuliramo geome-
trijskim Braunovim kretanjem, po formuli:

ar =pdf +cdW,,
P

u kontinualnom vremenu, gde je P cena, t vreme, W, predstavlja Braunovo
kretanje ili Vinerov proces, p oc¢ekivanu stopu rasta, a ¢ standarnu devija-
ciju. To u diskretnom vremenu prelazi u:
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P(t+Ar) =P(0)-[1+ - At +~JAt -£(1 + A1)],

gde su P, ¢ip veli¢ine iz formule (4), dok je € niz nezavisnih slu¢ajnih
brojeva iz Gausove normalne raspodele, a Ar predstavlja vremenski korak
izraZzen u godinama. Ocekivana stopa rasta postavljena je na 0.12, odnosno
ocekivani porast cene je 12% godisnje.

Firme proizvode po Kob-Daglasovoj tehnologiji, odnosno svaka firma
i u vremenskom trenutku t proizvede:

YG,t+1)=AG)-KG,0* - Li,0)",

gde je Y kolic¢ina proizvedenog dobra, A stepen tehnoloske razvijenosti
firme, K kapital, a L ukupan broj ¢ovek-sati, faktor koji kompanije koriste
kao ulazni podatak u proizvodnji (ukupan broj sati koje radnici te kompa-
nije provedu na poslu). Konstante a i 3 mere koliko je ukupna koli¢ina
proizvedenog dobra zavisna od promene u kapitalu i radu. Za ove konstante
vazi o+ 3 <1. U nasim simulacijama uzeto je o= 0.4 i 3= 0.6.

Tehnoloska razvijenost moZe da uti¢e na ukupnu proizvodnju na
razli¢ite nacine. Kako bi se to ispitalo, uvedena je veli¢ina H koja pred-
stavlja ljudski kapital, odnosno razvoj, istraZivanja, usavrsavanje radnika i
dr. Posmatrana su dva slucaja:

1. ljudski kapital povecava efikasnost rada: A(i,¢)=a(i)-H(i,t)" i

2. ljudski kapital povecava efikasnost koris§¢enja kapitala: A(i,¢)=

=a(i)-H(i,t),
gde je a niz nasumicnih brojeva iz Gausove raspodele.

Firme se u svakom vremenskom trenutku takmice za $to bolje uslove
na trzistu. Takmicenje se vrsi na tri nivoa:

1. kompeticija za cenu kapitala;

2. kompeticija za radnu snagu, kroz razlicite plate koje firme nude za-

poslenima;

3. kompeticija za trosak investiranja u ljudski kapital (npr. konkuri-

sanje za eksterno finansirane projekte).

Sva takmicenja se vrSe u nasumi¢no odabranim parovima kompanija,
pri ¢emu je broj izvrSenih iteracija u jednoj godini 2n, gde je n ukupan broj
kompanija. Od kompanije koja gubi u interakciji oduzima se unapred od-
reden procenat veli¢ine za koju se takmice. Ovi procenti su kasnije u simu-
lacijama varirani.

Cena kapitala u simulaciji vrsi ulogu poreza, a ¢ine je zajednicka
poreska stopa r, koja je jednaka za sve kompanije, i dodatne premije na
rizik g koje banke napladuju firmama, tako da manje firme kao manje
sigurne za ulaganje, placaju vece g. Ukupna stopa za svaku kompaniju
racuna se kao:

r(i, t)y=r+ g(, 1),

Verovatnoc¢a da kompanija i pobedi kompaniju j u ovom takmicenju u
trenutku ¢, zavisi od njene veli¢ine, tj. kapitala, i racuna se po formuli
(Takayasu i Okuyama 1998):
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. K(i,1)
p,t) =——"—".
K@, 0+ K(j, 1)

Plate radnika w su u pocetku postavljene na istu vrednost za sve
kompanije. Pobednik u takmicenju jeste ona kompanija koja je vise ulagala
u kapital, odnosno u formuli za verovatnocu da jedna kompanija pobedi u
interakciji, ukupan kapital koji firme poseduju zamenjen je investicijama u
kapital u prethodnom trenutku. Kompanija koja pobedi dobija neki
procenat Aw od ponude za plate koje se nude radnicima, od kompanije koja
je izgubila.

Jos jedna vrsta troska koji firme pladaju jeste troSak investiranja u
ljudski kapital. Koeficijent ¢ kojim su predstavljeni razliciti uslovi za
investiranje u pocetku je postavljen na jednake vrednosti za sve kompanije.
U takmicenju, u formuli za verovatnocu sada konfigurisu investicije u raz-
voj, tako da kompanija koja je vise ulozila u ljudski kapital u prethodnom
trenutku, gubi Ac, dok se koeficijent ¢ kod firme koja je manje ulagala u
ovo, povecava za istu vrednost.

Svaka firma i u trenutku t maksimizuje svoj profit u sledeem tre-
nutku:

Profit(i, 1) = P(t +1)-Y(i,t +1) =(1+7(, 1)) - K(i,t) —=w- L(i, 1) —c- H(i, 1),

gde sve oznake odgovaraju onima koje su kori$éene u prethodnom tekstu.

Uslovno ocekivanje za vrednost cene u sledeem trenutku u diskret-
nom vremenu daje max[P(¢ +1)] = P(¢) -(1+ pAr). Iz maksimizacije se dobi-
jaju optimalne vrednosti za kapital, broj radnika i tehnoloSku razvijenost u
slede¢em trenutku:

a-a(i)-P(t)-(1+pAr)-LG,t +1)* -HGt + )7 -Gt +1)*" =1+7G,1),
B-a(i)-P(t)-(1+pAt)-L(i,t + D)* -H(i,t +1)" - (.t + 1) =w(i,1),
y-a()-P@t)-(1+pAn) - L, t + )P -HGt +1)7 -Gt +1)*" =c(1),
gde koeficijent y u slucaju kada ljudski kapital povecava efikasnost rada

uzima vrednost 3, dok ako se posmatra sluc¢aj kada on povecava efikasnost
koriS¢enja kapitala, ima vrednost a.. Ove tri jednacine ekvivalentne su:

o a(i)-P(t)-(1+pAt)-K (i, t +D)* -L(i,t + 1) -H(i,t +1)

=1+r(i,t),
K(i,t+1)
B.a(i)-P(t)~(1+uAl)'K(iJ+1)u LGt + D) H(i e +1) (i)
K(i,i+1) T
. , « 7 p ; v
y.a(l)-P(t)-(1+pAt)~K(l,t+1) L@t + 1) -H(i,t +1) —c(i)1),
K(i,t+1)
odakle se dobija:
KGi,t +1)-(147G0) _ LGt +D-bG0) _ HGt +1)-c(i1)
o p ¥ .
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Odavde se dobijaju konacne jednacine po kojima se ove tri veli¢ine
racunaju u simulaciji. Optimalan broj radnika koji svaka kompanija Zeli da
ima u sledeéem trenutku odavde bi bila:

1

“ 170 G- P@)-(L+pAn) - eGP

LG+ =<
o (1+rGD)" w0

Da bi se ogranicio ukupan broj radnika u sistemu, za sve kompanije se
racuna deo ukupnog broja dostupnih radnika (ukZ) koji bi odgovarao delu
ukupnog broja radnika koje kompanije ,,Zele” (ukL,):

L+ =1,
ukL,

U simulacijama u kojima su kori§éeni realni podaci za broj radnika,
njihov broj u sledeéem trenutku nije se racunao maksimizacijom.

Ljudski kapital i koli¢ina kapitala za svaku kompaniju u sledecem
trenutku racunaju se potom po formulama:

Hit+1)= a® -y a(i)-P(t)- (1+pAt)-c(i,t)"” -L(i,t+1)B’

(1+ r(i, t))a
o-c(i,t)-H(i,t+1)
v-(1+rG0)
Nakon ovoga, kompanije biraju nivo ulaganja u kapital (Ix) i tehno-
loski razvoj (Iy) tako da se zadovolje zakoni kretanja kapitala i ljudskog
kapitala:

K(i,t+1)=

K@i, t+1)=(1-A)-K(i,t)+1,(i,t+1),
H(i,t+1)=H(i,t)+1,(i,t+1),

gde je A konstanta koja meri stepen depresijacije (troSenja) kapitala (reda
0.01 — 0.1). Pomoéu ukupnih planiranih investicija (/) i ostvarenog profita,
kompanije odreduju dividendu (D) koju ispla¢uju u datom trenutku
vremena:

1G,t) =1, (i,t)+1, (i,t),
D(i,t)=Profit (i,t )~ (i, ¢ +1).

Simulacije sa hipotetickim firmama sadrze 1000 kompanija i traju 100
vremenskih koraka.

Rezultati 1 diskusija

Jedna od bitnih veli¢ina u sistemu jeste cena konkurentnog dobra na
trziStu. Primer za kretanje ove cene dobijen u jednoj od simulacija dat je na
slici 1. Grafici zbog prirode formule koja se koristi za simulaciju mogu biti
razliciti, ali ono §to se dobija odgovara realnom primeru kretanja cena. Radi
poredenja, na slici 2 je dat grafik kretanja kompozitnog indeksa americkih
akcija.
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Dates

Na slikama 3 i 4 prikazan je rast privrede (date kao cena ukupnog
proizvedenog dobra u sistemu) i ukupnog profita u sistemu kroz vreme.
Primecuje se da privreda, odnosno cena ukupnog proizvedenog dobra u
sistemu kao 1 profit u sistemu rastu na isti nacin, s tim $to se skala za profit
zbog troSkova razlikuje. Tacan izgled ovih grafika najviSe zavisi od po-
Cetnih parametara za cenu, te se za drugacije parametre moze dobiti i brzi,
odnosno sporiji rast. Za vece pocetne cene i vremenske korake, funkcija
raste mnogo brze, a profit i cena proizvedenog dobra se manje razlikuju
(ako se drugi parametri drZe na istim vrednostima).

Na slici 5 prikazana je raspodela verovatnoca pronalaZenja odredene
stope rasta kompanija. S obzirom na to da se u naSem modelu celokupna
privreda razvija i cena konkurentnog privrednog dobra raste, a veli¢ina
kompanija predstavljena je njihovim kapitalom, raspodela koja se dobija je
ocekivana.
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Slika 1.

Kretanje cene
konkurentnog dobra u
sistemu kroz vreme

Figure 1.

The price of the
product in the system
as a function of time

Slika 2.

Kompozitni indeks
cena americkih akcija
kroz godine

Figure 2.

Composite price index
of US stocks over time
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Slika 3.

Cena ukupnog
proizvedenog dobra u
sistemu kroz vreme

Figure 3.

The price of the total
produced goods in the
system over time

Slika 4.

Ukupan profit u
sistemu kroz vreme

Figure 4.
Total profit in the
system over time

Slika 5.

Verovatnoca
pronalazenja
odredenih stopa rasta u
sistemu

Figure 5.

Probability of finding
certain growth rates in
the system
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Na slikama 7 i 6 prikazano je kretanje srednjeg kapitala i ljudskog
kapitala (odnosno istraZivanja i razvoja) u sistemu kroz vreme. Obe ove
veliCine rastu, ali je taj rast veoma spor, te se moze smatrati da su one u
ovom modelu konstantne.

U model su radi testiranja modela ubaceni podaci za broj radnika u
privrednim sektorima u SAD. U simulacijama kori$¢eni su otvoreni podaci
U.S. Small Business Administration, pri ¢emu su razli¢ite grane delatnosti
za potrebe modela aproksimirane pojedina¢nim firmama. Na slici 8
prikazan je histogram raspodele kompanija po veli¢inama koja se dobija sa
ovim podacima. Dobijeno je odlicno poklapanje sa stvarnom raspodelom
firmi, kao Sto je prikazano na slici 9, gde je na x-osi predstavljena veli¢ina
kompanija, a na y-osi verovatnoca da se pronade veca kompanija od date.

Broj radnika se u ovoj simulaciji nije maksimizovao iz razloga $to je
poredenje vr$eno sa podacima za istu godinu. Pri poredenju sa podacima za
kasnije godine, uvodi se najveéa dozvoljena godiSnja promena broja
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Slika 6.
Srednji ljudski kapital
kroz vreme

Figure 6.

Average human
capital over time

Slika 7.

Srednji kapital kroz
vreme

Figure 7.
Average capital over
time
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Slika 8.
Raspodela kompanija
po veli¢ini

Figure 8.
Distribution of
companies by size

Slika 9.

Rezultati za raspodelu
kompanijau SAD
dobijeni simulacijom i
stvarna raspodela tih
kompanija

Figure 9.

Size distribution for
real data for
companies in USA
(red) and the
simulation (blue)

Slika 10.

Raspodela kompanija
po veli€ini za razlicite
pocetne vrednosti
poreske stope

Figure 10.
Distribution of
companies by size for
different starting
values of the tax rate
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radnika, koja odgovara podacima. Kada se to primeni, na kraju se dobija
uspostavljena raspodela kompanija. Medutim, kapital ne osciluje oko jedne
vrednosti, sa malim odstupanjima, kao Sto je ovde slucaj, ve¢ raste dok ne
iskonvergira oko vrednosti koja se dostiZe kada kompanije dostignu Zeljeni,
optimalni procenat ukupnog broja zaposlenih.

Na slici 10 prikazane su raspodele koje se dobijaju kada se varira po-
¢etna poreska stopa koja je ista za sve kompanije (r). Dobija se ista raspo-
dela, sa razlikom S$to je za manje poreske stope najvec¢a kompanija vece
veli¢ine.

Na slici 11 prikazane su raspodele koje se dobijaju kada se menja
opseg u kojem se kompanije takmice za premije na rizik (g). Dobija se da je
najveca kompanija iste velicine, ali raspodela je manje ili viSe ravnomerna —
pravija linija na grafiku predstavlja stanje blize monopolu. Vidi se da se
veca razlika medu kompanijama pravi kada je g vece, §to i jeste intuitivno.
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Slika 11.

Raspodela kompanija
po veli€ini za razli¢it
opseg u kojem se
takmice za premije na
rizik

Figurell.
Distribution of
companies by size for
a different range in
which they compete
for premiums at risk

Slika 12.

Raspodela kompanija
po veli€ini za razlicite
stepene ulaganja u
tehnoloski razvoj

Figure 12.
Distribution of
companies by size for
different levels of
investment in
technological
development
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Na slici 12 prikazane su raspodele kompanija po veli¢ini za razlicite
stepene ulaganja u tehnoloski razvoj. Veci zajednicki pocetni kapitali za
ulaganje dovode do toga da su sve kompanije vece, ali je raspodela jednako
ravnomerna.

Na slici 13 prikazane su raspodele kompanija za razlicite koeficijente
koji odreduju opseg takmienja za tehnoloski razvoj. Sto je veéi opseg tak-
micenja za tehnoloski razvoj, to je raspodela bliZa monopolu, isto kao i za
poreske stope, ali sada se menja i veli¢ina najveée kompanije.

Nasslici 14 prikazane su raspodele kompanija po veli¢ini kada se varira
opseg u kome se firme takmice za plate radnika. Za manje promene nema
velike razlike u raspodeli, dok se za veée procente javlja monopol.

Kod menjanja pocetne plate radnika koja je ista za sve firme, ne dolazi
do velikih razlika u raspodeli kompanija po veli¢inama. Ove raspodele
prikazane su na slici 15.

=~ Slika 13.

Raspodela kompanija
po veli€ini za razlicit
opseg parametara
takmicenja za

10" s .
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Kada se promeni nacin na koji razvoj i istraZivanja uticu na sistem,
pojavljuje se velika razlika u ukupnom profitu, kao i u srednjim vredno-
stima kapitala i ljudskog kapitala u sistemu. U posmatranom modelu uzeto
je da koeficijenti alfa i beta imaju vrednosti 0.4 i 0.6, redom, odnosno
povecanje broja zaposlenih vise uvecava koli¢inu proizvedenog dobra od
povecéanja dostupnog kapitala. Zbog toga, kada se posmatraju slucajevi
kada razvoj povecava efikasnost koriS¢enja kapitala i efikasnost rada, u
slu¢aju kada je uvecana efikasnost rada veci su i kapital i ljudski kapital, §to
dovodi do vecéeg profita. Ovo je prikazano i grafikom na slici 16. Kada bi se
posmatrao sistem u kome veci uticaj na proizvodnju ima raspolozivi ka-
pital, profit bi brze rastao u drugom slucaju.
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Zaklju¢ak

Nemonopolisticke raspodele kompanija mogu se dobiti i bez uvodenja
poreza. Validnost modela je utvrdena proverom sa podacima za firme u
SAD.

Povecavanjem poreskih stopa, sprecava se razvoj velikih kompanija,
ali ne i neravnomernost raspodele. Ulaganje u tehnoloski razvoj u velikoj
meri uti¢e na povecanje i razvoj kompanija.

Monopoli nastaju usled razlic¢itosti uslova koje banke nude komp-
nijama. S obzirom na to da se ve¢im preduzec¢ima, kao sigurnijim nude vece
pogodnosti, ona imaju priliku da se viSe razviju od manjih konkurenata.
Ipak, najizrazenije neusaglasenosti nastaju kada su stepeni ulaganja u
tehnoloski razvoj nekih kompanija znacajno veci od drugih.

Povecanje plata radnika ne uti¢e znacajno na raspodelu kompanija,
dok se monopoli javljaju tek ako se plate u pojedinacnim kompanijama u
velikoj meri razlikuju.

Privreda, odnosno cena ukupnog proizvedenog dobra u sistemu, kao i
profit u sistemu rastu, i to na isti nacin, s tim Sto se skala za profit zbog tros-
kova razlikuje. Kada se posmatraju slucajevi kada razvoj povecava efika-
snost koriS¢enja kapitala i efikasnost rada, u slucaju kada je uvecana
efikasnost rada veci su i kapital i ljudski kapital, §to dovodi do veéeg pro-
fita.

Kao dalje istrazivanje, ovaj model se moZe dalje menjati tako da se
menjaju nacini kompeticije medu kompanijama, odnosno verovatnoce da
neka od kompanija pobedi u interakciji. Takode, kasnije se moZe uvesti
trziSte rada i posmatrati kako posmatrane promene uti¢u na cene na trzistu i
drustvo.
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Emilija Dordevic and Anja Pajic¢
Numerical Model of Company Size Distribution

The distribution of companies by size can greatly affect the market, as
that company’s business plans and prices of goods on the market depend on
the existing competition between companies. Furthermore, this distribution
is not universal, but depends on the country. In previous research various
models that explain the differences in company size distributions were pre-
sented. However, in these models, realistic distribution was accomplished
using either complicated or artificial mechanisms. The purpose of this paper
was to implement a model which can be used to simulate the realistic way in
which different distributions can occur, as well as the examination of exter-
nal factors that influence the creation of these differences. The basis of the
model is the analogy between the market and molecules in gas, so that the
price of competitive goods is represented by geometric Brown’s motion, as
well as the maximization of the profit depending on different parameters.
The implemented model was verified for the number of workers in US com-
panies. The results show that lower tax rates and higher investment in tech-
nological development lead to the creation of large companies, while
uneven and monopolistic distributions are created by the existence of a vast
variety of risk taxes that banks dictate. Major differences between compa-
nies in the distribution are caused by differences in the level of investment
among companies. Modification in workers’ salaries lead to significant
changes in the distribution only if there is a big difference between salaries
in different companies. Moreover, the profit of companies, total capital and
human capital in the system, as well as the growth of the entire economy
were monitored, and the differences that occur in cases where the develop-
ment increases the efficiency of work or when it increases the efficiency of
capital use are presented.

ZBORNIK RADOVA 2017

FIZIKA « 101



