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Minimizator dejstva na
sferi oblika

Cilj projekta je razvijanje metoda za pronala-
�enje periodiènih putanja planarnog sistema ko-
jeg èine tri tela sa ukupnim momentom impulsa
nula i koja interaguju samo gravitacionom si-
lom. Metod se sastoji od minimizacije dejstva
putanje predstavljene krivolinijskim koordina-
tama (tzv. sfera oblika), gradient descent algorit-
mom, te prevoðenja iskonvergiranog krivo-
linijskog sistema koordinata u realan prostor. U
cilju provere periodiènosti putanje, korišæen je
LeapFrog integrator. Polazilo se od putanja koje
imaju istu topologiju kao Murova osmica (tri
tela se kreæu jedan za drugim po putanji
„osmice”), ali se bitno razlikuju od stvarne pu-
tanje osmice. Pri odreðenim poèetnim paramet-
rima konvergencija je bila uspešna – periodièno
rešenje je pronaðeno u minimumu funkcije
dejstva (i potvrðena njegova verodostojnost u
integratoru). Ispostavilo se da se pri raznim dru-
gim poèetnim parametrima za taèku neposredno
pre prevojne taèke funkcije dejstva, dobija pe-
riodièna putanja. Daljim iteriranjem programa,
stanje sistema postaje besmisleno. Na ovaj naèin
dobijena je Murova, a takoðe i Simoova osmica
(putanja slièna Murovoj). Iz teorijskih predvi-
ðanja sledi da je izvod momenta inercije u taèno
odreðenim trenucima putanje nula. Za naðena
rešenja je provereno da to va�i, a takoðe i kada
se u toku minimizacije naruši ovaj uslov, to-
polgiija putanje se narušava.

Uvod
Problem tri tela predstavlja problem odreði-

vanja trajektorija za svako od tri tela koja meðu-
sobno interaguju samo gravitaciono. Posebno
mesto ovog problema èine sistemi u kojima se
tela kreæu samo u jednoj ravni. K. Mur je deve-
desetih godina pronašao rešenje nazvano Mu-
rova osmica (Moore 1993). Tri tela koja imaju
istu masu se u ovom sluèaju kreæu jedno za
drugim po putanji osmice (ili znaka „besko-
naèno”) (slika 1). Ovakvo ,,jednostavno” rešenje
problema tri tela bilo je uvod za nova istra�i-
vanja. M. Šuvakov i V. Dmitrašinoviæ su 2013.
godine pronašli trinaest novih klasa rešenja i
pokušali su da ih klasifikuju koristeæi tzv. sferu
oblika.

Cilj ovog rada je razvijanje metoda razlièitog
od ranijih za pronala�enje periodiènih putanja
planarnog sistema kojeg èine tri identièna tela sa
ukupnim momentom impulsa nula i koja inte-
raguju samo gravitacionom interakcijom. Dakle,
sisteme koji æe biti razmtrani èine tri tela istih
masa mi = 1 i ukupan moment impulsa sistema je
L = 0. U radovima koji su do sada napisani, oblik
putanje je kreiran u realnim koordinatama u dve
dimenzije nakon èega je pomoæu minimizacije
rastojanja poèetne i krajnje taèke u faznom pro-
storu tra�ena periodièna putanja slièna poèetnoj.
U našem radu, minimizovala se funkcija dejstva
putanje direktno na prethodno pomenutoj sferi
oblika, a nakon toga je ispitivana verodostojnost
dobijenog rešenja u realnom prostoru.
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Jakobijeve koordinate

Svako telo u sistemu ima masu 1. Neka su po-
lo�aji ova tri tela redom

�

r1 ,
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r3 i
�

r x yi i i
 ( , ). Ko-
ordinate Dekartovog koordinatnog sistema se
mogu predstaviti tzv. Jakobijevim koordinatama
(slika 2). Jakobijeve koordinate su predstavljene
vektorima
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�. Prvi vektor spaja polo�aj tela 2 sa
polo�ajem tela 1 (do na konstantu), a drugi vek-
tor spaja polo�aj tela 3 sa središtem du�i koja
spava tela 1 i 2 (do na konstantu). Ti vektori defi-
nisani su na sledeæi naèin:
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Predstavljajuæi sistem od tri tela na ovaj na-
èin, gubi se informacija o ukupnom uglu rotacije
sistema oko centra mase, tj. gubi se jedan stepen
slobode. Pod pretpostavkom da je moment im-
pulsa nula, pomoæu
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% i
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� se mogu jednoznaèno
odrediti
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Sfera oblika

Radi lakšeg predstavljanja putanje tri tela,
Jakobijeve koordinate se dalje preslikavaju u tzv.

koordinate sfere oblika (slika 3), zadate na sle-
deæi naèin:
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gde R predstavlja ,,hiper-radijus” sfere oblika
koji skalira sferu na radijus 1 i pri tom:

R2 2 2
 	� % .
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Slika 1. Murova osmica

Figure 1. Moore’s figure eight

Slika 2. Jakobijeve coordinate (Prema: Šuvakov i
Dmitrašinoviæ 2014)

Figure 2. Jacobi coordinates (According to: Šuvakov
& Dmitrašinoviæ 2014)

Slika 3. Sfera oblika

Figure 3. Shape sphere

Slika 4. Sferne koordinate na sferi oblika

Figure 4. Spherical coordinates on the shape sphere



Koordinate sfere oblika se dalje predstavljaju
pomoæu sfernih koordinata (slika 4) i va�i:
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Na sferi oblika postoje tri taèke koje preds-
tavljaju „sudarne taèke“ tela u realnoj ravni koje
grade jednakostranièni trougao koji definiše
ekvator sfere oblika. Sudarne taèke su taèke u
kojima se koordinate tela u realnoj ravni pokla-
paju, tj. dolazi do sudara tela. Njihove koordinate
na sferi oblika su:
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Svako stanje sistema u realnoj ravni se pre-
slikava u jednu taèku na sferi oblika. Kako se pri
vremenski periodiènom kretanju tela vrate u po-
èetni polo�aj, to periodièna putanja predstavlja
zatvorenu krivu na sferi oblika.

Izvoðenjem ukupnog momenta impulsa u
zavisnosti

�

% i
�

� dobija se:
�

� �

� �

L 
 � 4 � 4% % 	 � � 
 5.

Takoðe va�i da je:

( , , )
� � �

r r r1 2 3 



 	 � �
�

�
��

�

�
��

�

�

�

�

�

� % � % �6
6

2
2

6
6

2
2

6
3

, , .

(1)

Lagran�ijan sistema u odreðenom trenutku je
L = T – V, gde su V i T, potencijalna i kinetièka
energija. Izrazi za energije koji se izvode po-
moæu gore navedenih jednaèina dati su sa:
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Dejstvo periodiène putanje sa periodom ) de-
finisano je na sledeæi naèin:
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Lako se izvodi da je dovoljan uslov za peri-
odiènu putanju minimalno dejstvo, odnosno
'
'
S

t

 0.

Upravo zato što je sfera oblika iskorišæena
kao klasifikacija rešenja (Šuvakov i Dmitraši-
noviæ 2013), ona je stoga vrlo pogodna jer se na
sferi poèetna putanja upravo mo�e zadati tako da
pripada taèno odreðenoj �eljenoj klasi.

Metod

Putanja tela predstavljena je sa N taèaka na
sferi oblika. Kao što je napomenuto, svaka taèka
na sferi oblika predstavlja jedan polo�aj sistema
tri tela u Dekartovoj ravni. Svaka taèka na sferi
definisana je sa tri koordinate: A A Ri i i i i
 ( , , )� 3 .
Dejstvo putanje definisane sa N taèaka mo�e se
predstaviti sa:
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gde Ti i Vi predstavljaju redom kinetièku i poten-
cijalnu energiju i-te taèke na sferi oblika, a & t

predstavlja konstantan vremenski period koji je

jednak & t
N
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.

Dakle, izmeðu svake dve taèke putanje, pret-
postavlja se da je prošao konstantan vremenski
interval. Potencijalna i kinetièka energije su fun-
kcije tri pomenute promenljive i njihovih izvoda
po vremenu. Izvode tih promenljivih mo�emo
aproksimirati sa:
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Dakle, dejstvo definisano na naèin na koji je
prikazano u jednaèini (2), predstavlja funkciju
3N promenljivih (gde je N broj taèaka putanje).
Tra�enje periodiène putanje vrši se mininiza-
cijom dejstva gradient descent algoritmom. Pri
minimizaciji dejstva, menja se inicijalna putanja;
poèetna putanja konvergira ka periodiènoj pu-
tanji, èije je dejstvo minimalno.

Gradient descent algoritam

Neka je f funkcija k promenljivih, odnosno
y f x x xk
 7( , , , )1 2 . Gradijent funkcije f definisian
je sa:
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Neka je μ definisana konstanta. Minimizacija
se vrši „spuštanjem niz gradijent”. Neka je f ai( ) 


 yi, i f a y( )0 0
 poèetna vrednost funkcije, gde je
ai vektor koji opisuje putanju. Vrši se sledeæi niz
operacija:

a a f ai i i	 
 � $-1 8 ( ).

Za dovoljno malo μ je y y y0 1 2   7. Za ve-
liki broj koraka æe y yt t	 � /1 0, pa je dovoljna
dobra aproksimacija za lokalni minimun funkcije
f zapravo y f at t
 ( ).

Gradijent funkcija dejstva definisanog jedna-
èinom (3), mo�e se aproksimirati sa:
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gde je:
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a &a dovoljno mala velièina (mnogo manja od a
i
).

Projekcije putanje i klasifikacija
putanja

U cilju crtanja 3D putanje predstavljene na
sferi oblika u ravni i vizuelnog predstavljanja,
koriste se normalna i azimutala projekcija. Svaka
taèka na sferi se azimutalnom projekcijom na
specifièan naèin slika u ravan (slika 5). Najviša
taèka sfere nema svoju sliku, pa azimutalna
projekcija ne predstavlja bijektivno preslika-
vanje. Zarotirajmo sferu oblika tako da najviša
taèka u odnosu na ravan na koju se sfera slika
bude jedna od sudarnih taèaka (recimo taèka
N(1,0,0)). Dakle, jedna od taèaka sudara nema
svoju sliku, dok se druge dve taèke sudara slikaju
simetrièno u odnosu na dodirnu taèku sfere i
ravni. U ranijim istra�ivanjima ispostavilo se da
putanja predstavlja niz rotacija oko projektova-
nih taèaka sudara koje imaju svoju sliku u ravni

dobijenoj azimutalnom projekcijom (Šuvakov i
Dmitrašinoviæ 2013). Oko tih taèaka mo�e se
kru�iti u smeru kazaljke na satu, i suprotno od
smera kazaljke na satu. Tako razlikujemo „kru-
�enje” tipa a i A oko jedne taèke sudara, koja su
kru�enja oko te taèke redom u smeru kazaljke na
satu i u suprotnom smeru. Slièno za drugu taèku
postoje kru�enja b i B (slika 6). Na ovaj naèin se
svaka putanja mo�e klasifikovati (recimo, klasa
abAB koja je klasa putanja koje kru�e redom
tipom a, b, A pa B).

Integrator

Periodiènost putanje dobijene minimiza-
cijom dejstva proverava se integratorom. Inte-
grator koji je izabran za proveru periodiènosti
putanje je LeapFrog. Ovaj integrator generiše
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Slika 5. Azimutalna projekcija

Figure 5. Azimuthal projection

Slika 6. Kru�enje oko sudarnih taèaka (Prema:
Šuvakov i Dmitrašinoviæ 2014)

Figure 6. Circling around the crash points
(According to: Šuvakov i Dmitrašinoviæ 2014)



putanje tela nekog sitema èija su kretanja defi-
nisana diferencijalnim jednaèinama oblika:
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U sluèaju posmatranog sistema, F r( )
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pred-
stavlja ukupnu silu koja deluje na odreðeno telo.
Kretanje jednog od tri tela koja èine izolovani
sistem u kome tela interaguju samo gravita-
cionom silom opisano je sledeæim jednaèinama:
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LeapFrog integrator izabran je zato što se, pri
numerièkom generisanju putanje ukupna ener-
gija se odr�ava, što je pogodno za sistem tri tela.
Funkcionisanje integratora primenjeno na jedno
od tri tela èija je poèetna pozicija
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r0 i poèetna br-
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ubrzanje posmatranog tela u i-toj
iteraciji integratora, a & t konstantan interval
vremena.

Uzimajuæi dve uzastopne taèke sa putanje
dobijene minimizacijom dejstva mogu se gene-
risati poèetni uslovi za integrator. Bez umanjenja
opštosti se mo�e pretpostaviti da je poèetna
y-koordinata vektora

�

% jednaka nuli. Iz definicija
koordinata nx 0

i ny0
izvodi se konverzija koordi-

nata sa sfere oblika u Jakobijeve koordinate:
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Napominje se da se bez pretpostavke %y 
 0,
ne mogu izraèunati pravci vektora

�

% i
�

�. Kao što
je veæ reèeno, sfera oblika ne èuva informaciju o
ukupnom zarotiranom uglu. Upravo stoga se sme
pretpostaviti bilo koji ugao za poèetni, npr. ugao
pri kome je

�

% usmereno samo du� x-ose.
Pomoæu jednaèine (1) mogu se dobiti poèetni

polo�aji tela. Uzimajuæi dve uzastupne taèke sa
putanje izmeðu kojih je prošao interval vremena
&t, poèetna brzina se aproksimira sa:
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Na ovaj naèin se generiše celokupna putanja za
svako od tri tela. Neka � dovoljno mali koefi-
cijent, i r t

i
( ) polo�aj i-tog tela u trenutku t. Ako

je | r t r t
i i
( ) ( )	 �) | gde je ) period periodiène

putanje posmatranog tela i nejednakost va�i za
svako od tri tela, smatra se da je putanja peri-
odièna.

Rezultati i diskusija

U programskom jeziku C++, napisan je kod
za minimizaciju dejstva. Putanja se zadaje kao
niz od N taèaka sa koordinatama �, 3 i R. To-
pologija inicijalne putanje je ista kao i topologija
�eljene putanje koju treba dobiti minimizacijom.
Cilj je da se minimizacijom dejstva putanje od-
redi potencijalna periodièna putanja. Pretpo-
stavlja se da izmeðu svake dve taèke na sferi,
odnosno svaka dva uzastopna, posmatrana tre-
nutka, prošao jednaki interval vremena &t. Peri-
od sistema je po ovome ) 
 $N t& . Pošto svako
telo u sistemu ima istu masu, radi lakšeg barata-
nja, mo�emo smatrati da je masa svakog tela 1.
Takoðe, gravitacionu konstantu G mo�emo
poistovetiti sa 1 (G = 1). U ovom istra�ivanju,
posmatrane su topologije koje pripadaju klasi
rešenja abAB (klasa osmica).

Prvo je posmatrana poèetna putanja koja ima
istu topologiju kao i Murova osmica èija je nor-
malna projekcija oznaèena plavom bojom na
slici 7. Ovu putanju èini N = 600 taèaka. Interval
vremena &t 
 0.04. Inicijalna vrednost
hiperradijusa je za svaku taèku putanje R = 1.
Normalna projekcija dobijene (iskonvergirane)
putanje prikazana je plavom bojom na slici 7.
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Slika 7. Normalna
projekcija putanja

Figure 7. Normal
projection of the path

Slika 8. Murova osmica

Figure 8. Moore’s figure
eight

Slika 9. Zavisnost dejstva
od broja iteracija

Figure 9. Dependence of
the action from the number
of iterations



Grafik koji pokazuje kako se menjalo dejstvo u
zavisnosti od broja iteracija dat je na slici 9.
Primeæeno je da dejstvo nije iskonvergiralo, što
je bio znak da metod ne daje oèekivane rezultate.
Ipak, primeæeno je da funkcija dejstva oèigledno
menja konveksnost nakon oko 4.5×105 koraka
simulacije (izvršenih iteracija programa). Pu-
tanja koja odgovara ovoj taèki prevoja je de-
tektovana i simulirana je u integratoru.
Neoèekivano, ispostavilo se da ta putanja
odgovara Murovoj osmici. Oèekivano je bilo da
se ta osmica detektuje u minimumu, ali je ona
ipak detektovana u prevojnoj taèki. Ta putanja,
prikazana je na slici 8.

Simulacija je nastavljena nakon detektova-
nog prevoja. Ispostavilo se da je dejstvo iskon-
vergiralo do neke odreðene vrednosti. Kada se
putanja kojoj odgovara ta, novodobijena vred-
nost, propustila kroz integrator, dobijen je sistem
u kome tri tela èine temena jednakostraniènog
trougla i poèetne brzine su im nula. Svako telo se
kreæe iz poèetnog polo�aja do centra i tela se su-
daraju u centru. Ovo se naziva tzv. sluèaj slobod-
nog pada i on nema fizièkog smisla (slika 10). Na
poèetku je zadato da je moment imuplsa sistema
nula. Ispostavilo se da, ako se zada moment im-
pulsa ovakvom sistemu, dobiæe se Lagran�ovo
rešenje problema tri tela u kojem se tela kreæu po
kru�nici, prateæi se meðusobno (Šuvakov 2014).

Pretpostavlja se da je minimizacijom, zbog
numerièke greške, narušena simetrija sistema
koja je otpoèela u taèki prevoja i zbog koje je si-
stem otišao u neoèekivano stanje. Moramo napo-
menuti da je neposredno pre taèke prevoja, izvod
funkcije dejstva bio praktièno jednak nuli, od-
nosno, bio je reda velièine 10–8.

Varirajuæi poèetne parametre, ispostavilo se
da minimizacija ne teèe isto za sve poèetne para-
metre. Primeæeno je da se za neke parametre, pu-
tanja prvo „skuplja” ka centru, a kasnije „širi” do
oèekivanog oblika, a za neke se dešava nešto dru-
go. Ustanovljeno je da za samu minimizaciju nije
bitna samo topologija poèetne putanje (odnosno
sama poèetna putanja), veæ je bitna i poèetna vre-
dnost hiperradijusa koju dodeljujemo svakoj
taèki putanje (poèetna vrednost je konstantna za
sve taèke), kao i vrednost perioda ) 
 $N t& .
Izveden je „zakon skaliranja” po kome se vidi da
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Slika 11. Zavisnost dejstva
od broja iteracija

Figure 11. Dependence of
the action from the number
of iterations

Slika 10. Sluèaj ,,slobodnog pada”

Figure 10. The case of “free fall”
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Slika 12. Grafik zavisnosti
hiperradijusa od vremena
pri uslovima N = 120, & t =
0.2 i R = 1

Figure 12. Dependence of
the hyperradius from time,
under the conditions N =
120, & t = 0.2 and R = 1

Slika 13. Simoova osmica

Figure 13. Simó’s figure
eight

Slika 14. Grafik zavisnosti
hiperradijusa od vremena
pri uslovima N = 500, & t =
1 i R = 25

Figure 14. Dependence of
the hyperradius from time,
under the conditions N =
500, & t = 1 and R = 25
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se promenom jedne velièine za neki koeficijent,
menja èitav „pristup” samoj putanji. Po tom za-
konu va�i da ako se &t promeni k puta, hiper-

radijus se menja k
2
3 puta, a dejstvo k

1
3 puta. Ovo

nas vodi do zakljuèka da je jako bitno kako se
zadaju poèetni uslovi i da minimizacija neæe za
sve poèetne uslove raditi podjednako efikasno.

Putanja koja je kasnije analizirana ima isti
poèetni oblik kao i ona na slici 7, pri èemu su za
nju poèetni parametri N = 120 i &t 
 0.2, a vred-
nost hiperradijusa je ostavljena na 1. Ponašanje
dejstva pri ovoj minimizaciji je prikazano na slici
11. Funkcija dejstva nije naišla na prevojnu taèku
i nakon odreðenog broja iteracija, izvod dejstva
je imao vrednost reda velièine 10–14, što nam je
bio dovoljno dobar znak da je detektovan mini-
mum, odnosno da je putanja iskonvergirala.
Periodiènost dobijene putanje proverena je inte-
gratorom. Tada se došlo do neoèekivanog rezul-
tata. Naime, umesto oèekivane Murove osmice,

dobijena je tzv. Simoova osmica. Simoova osmi-
ca predstavlja putanju koju èine tri osmice koje
su za mali ugao pomerene jedna u odnosu na
drugu (slika 13).

Primeæeno je da je funkcija hiperradijusa ove
putanje u vremenu (slika 12) sinusoidna. I za
prethodno posmatranu putanju je primeæena ista
zavisnost za putanju koja odgovara taèkama
neposredno pre prevojne taèke. Nakon prevojne
taèke, topologija se narušava, a hiperradijus gubi
sinusoidnu strukturu. Teorijski je predviðeno da
je izvod hiperradijusa u trenucima kada perio-
dièna putanja preseca ekvator nula, što je i ekspe-
rimentalno dobijeno za dve pomenute osmice.

Razlog nepostojanja prevojne taèke le�i u po-
èetnim uslovima. Naime, za ove poèetne uslove
se ne narušava simetrija sistema, a samim tim se
ne narušava ni topologija u prevojnoj taèki. Ovo
je zanimljiv zakljuèak kojim mo�e da se objasni
postojanje prevojnih taèaka funkcije dejstva.

Slika 15. Poèetna putanja
za uslove od N = 120
taèaka

Figure 15. Starting path of
N = 120 points

Slika 16. Grafik zavisnosti
dejstva od broja iteracija

Figure 16. Dependence of
the action from the number
of iterations



Sledeæa putanja je zadata sa poèetnim uslo-
vima N = 500 i &t = 1, pri èemu je poèetna vred-
nost hiperradijusa R = 25. Kao i u prvom sluèaju,
funkcija dejstva sadr�i prevojnu taèku u kojoj je
takoðe detektovana Murova osmica. Grafik vre-
dnosti hiperadijusa svih N taèaka u prevojnoj
taèki dejstva je dat na slici 14. Lako se uoèava da
funkcija ima sinusoidnu zavisnost sa šest maksi-
muma iste vrednosti što odgovara broju preseka
putanje osmice na sferi i ekvatora.

Isti rezultati, dobijeni su za N = 200 i &t = 0.1,
N = 800 i &t = 0.07 kao i za mnoge druge. Peri-
odièna putanja u svakom od sluèajeva je dobi-
jena je u prevojnim taèkama.

Posmatrana je putanja N = 120 i &t = 2 i R =
= 12 i èija je normalna projekcija prikazana na
slici 15.

Minimizacijom je dobijena funkcija dejstva
od broja iteracija (uvelièana slika dejstva prika-
zana je na slici 16). Integratorom je dobijena
putanja (slièna onoj na slici 8) koja predstavlja
Murovu osmicu. Posmatranjem grafika zavis-
nosti dejstva od broja iteracija (slika 16), uoèava
se da postoji razlika izmeðu ove funkcije i fun-
kcije dobijene u prethodno posmatranim puta-
njama (u brojnim vrednostima i samom izgledu
grafika), ali je ipak zajednièko za sve da pose-
duju prevojnu taèku i da se u njoj nalazi Murova
osmica. Nekoliko stotina iteracija nakon detekto-
vanja, oscilovanje hiperradijusa prikazano je na
slici 17. Oèigledno je narušena sinusoidna zavis-
nost, pri èemu je takoðe narušena i topologija pu-
tanje i na kraju je takoðe program iskonvergirao
u pomenuti sluèaj slobodnog pada (slika 10).

Zakljuèak
Metodom su uspešno pronaðena rešenja Mu-

rove i Simoove osmice i njihova verodostojnost
je potvrðena u integratoru. Naèin konvergencije
je razlièit i on zavisi od poèetnih konstanti. Prob-
lem je nastao, pretpostavlja se, zbog numerièke
greške koja narušava simetriju sistema i u veli-
kom broju sluèajeva simulacija se ne završava u
minimumu, veæ kao što je opisano putanja se
naruši i konvergira u sluèaj ,,slobodnog pada”. U
tim taèkama se narušava i oèekivani grafik hiper-
radijusa. Ovaj problem je prevaziðen tra�enjem
rešenja u prevojnoj taèki.

Zahvalnost. Zahvaljujemo se našim mento-
rima Milovanu Šuvakovu i Veljku Dmitrašino-
viæu na odvojenom vremenu i radu sa nama na
Institutu za fiziku u Beogradu i za svaku drugu
pomoæ. Posebno se zahvaljujemo M. Šindik koja
je bila uz nas sve vreme u toku rada na projektu!
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Slika 17. Grafik zavisnosti
hiperradijusa od vremena
nekoliko stotina iteracija
nakon prevojne taèke
funkcije dejstva od broja
iteracija

Figure 17. Dependence of
the hyperradius from time
several hundreds of
iterations after the saddle
point of the function of the
action from the number of
iterations
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Milan Cupaæ and Bogdan Raoniæ

Minimizer of an Action on the Shape
Sphere

The aim of the project is the development of a
method that finds periodic paths of a planar three
body system. The system consists of three bodies
with a total angular momentum zero, which in-
teract only by a gravitational force. In the method
the function of the action of the path represented
by curvilinear coordinates (the so-called coordi-
nates of the shape sphere) was minimized with
the Gradient Descent algorithm. That output was
converted then into a real space. The LeapFrog
integrator was used in order to prove the period-
icity of the path. The input paths were the paths,
that have the same topology as the “figure eight”
(three bodies move one after another on the path

of the number 8), but they are not exactly the
same. With some initial parameters, the path suc-
cessfully converged – a periodic solution is
found in the minimum of the function of the ac-
tion (and it was confirmed with the help of the in-
tegrator, that this solution make sense). With
some other initial parameters, the “figure eight”
can be found when a second derivate of the func-
tion of the action is zero. When the program rad
after that, the system would begin to be unpre-
dictable. Moore’s and Simó’s (a path similar to
Moore’s) figure eight was successfully found
with this method. Theoretical predictions say
that the first derivate of the angular momentum
takes a value of zero at precisely defined points.
It is proven that this is true (on the solution which
was found). Furthermore, when that condition
becomes invalid, the path gets into an unpredict-
able state.


