Aleksandar Bukva

Metod pronalazenja Hamiltonijana za
datu svojstvenu funkciju primenjen na
Loflinovu talasnu funkciju

Cilj rada je pronaci Hamiltonijan za ve¢ poznatu talasnu funkciju. Kao primer
uzeta je Loflinova talasna funkcija koja opisuje sistem kvantnih elektrona u
magnetnom polju. Kada se elektron u magnetnom polju ohladi do temperatura na
kojima pocinje da ispoljava kvantne osobine dolazi do kolektivne pojave,
kvantnog Holovog efekta. Nije poznata tacna talasna funckija ovakvog sistema,
vec se koristi Loflinova koja za sada daje veoma dobra predvidanja u skladu sa
eksperimentima. U drugom delu, umesto Loflinove koriscena je DZojnt-Museli-
nova talasna funkcija jer ona nema sve simetrije koje ima Loflinova, pa je
ocekivan drugaciji rezultat.

Holov efekat

Struju elektrona u dvodimenzionalnom provodniku pod uticajem
magnetnog polja usmerenog normalno na ravan provodnika prvi je pro-
ucavao Edvin Hol (Edwin Herbert Hall, 1855-1933). Plocasti provodnik
koji je prikljucen na razliku potencijala nalazi se u magnentom polju cija
ravan je normalna na ravan provodnika. Zbog prisustva magnetnog polja
na elektrone deluje Lorencova sila i oni pocinju da se krecu kruznim puta-
njama, usled ¢ega dolazi do nagomilavanja elektrona na jednoj strani pro-
vodnika. Zbog nagomilavanja elektrona na jednoj strani provodnika, na
suprotnoj strani se nagomilavaju naelektrisanja suprotnog znaka i stvara se
razlika potencijala. Ova pojava je nazvana Holov efekat, a razlika poten-
cijala Holov napon. Karakteristicna veli¢ina koja je vezana za Holov
efekat je Holov otpor, definisan kao:

_U,_ B ey

gde je B magnetna indukcija, n broj elektrona, a e naelektrisanje elektrona.
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Kvantna mehanika

Kvantna mehanika je oblast fizike koja opisuje kretanje mikro-
skopskih Cestica i osnovna jedna¢ina kojom se opisuju kretanja je Sre-
dingerova jednacina:

I:I\l/:E\jl

Ova jednaina predstavlja vremenski nezavisnu Sredingerovu jedna-
¢inu, gde je potencijal konstantan u vremenu, a slucaj kada je potencijal
vremenski promenljiv ovde ne¢emo razmatrati. Kvadrat talasne funkcije y
predstavlja verovatnocu nalaZenja Cestice na odredenoj koordinati, Ha-
miltonijan H je operator ukupne energije sistema i SaS'[OJl se od kinetickog

operatora i operatora potencijalne energije, H = K +T. Kinetitki operator
2

- h
je oblika K = ——— V7, dok potencijal zavisi od sistema koji ispitujemo.
2m

U izrazu za K pojavljuje se V, vektor koji predstavlja zbir parcijalnih
izvoda po svim koordinatama:

Vy = 8\4/ +ya—w+ 2 OV

ax Oy 0z

Opsti oblik vremenski nezavisne Sredingerove jednaline je:

ez 2
[;h V? +V(x)J\y=E\|/ @

m

Jednacina (2) predstavlja svojstveni problem, gde je E svojstvena vre-
dnost  funkcije na koju deluje operator H. Kako je E energija stanja koje
je opisano funkcijom \, odatle se vidi da svako stanje koje Cestica moZe
da zauzme ima odredenu energiju i da nije moguce da ima bilo koju dru-
gu energiju. Talasna funkcija predstavlja jedno stanje Cestice. Ova razlika
— da Cestica moZe imati samo odredene energije koje zavise od stanja u
kojem se nalazi, suStinska je razlika izmedu klasi¢ne i kvantne fizike.

Kada se Cestica nade u magnetnom polju, potencijalna energija je
jednaka nuli i uticaj magnetnog polja se dodaje u kineticki operator koji
ima oblik:

= L inv - qay?
2m

gde je A dvodimenzionalni vektorski potencijal oblika:

B
A=—(x,—
> y)
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Kvantni Holov efekat

Kada se provodnik u magnetnom polju ohladi do temperatura kada
elektroni pocinju da ispoljavaju kvantne osobine, dolazi do pojave kvan-
tnog Holovog efekta. Otpor iz jednacine (1) linearno zavisi od magnetne
indukcije, te bi i otpornost uzorka trebalo linearno da zavisi i grafik bi
trebalo da bude linearan. Medutim, zbog kvantne prirode elektrona koji se
nalaze u uzorku ta zavisnost je neSto drugacdija.
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Platoi dobijeni eksperimentalnim putem se objaSnjavaju time §to se u
uzorku koji se ispituje nalaze odredene necistoce u vidu vecih atoma koje
daju dodatni potencijal elektronima. Sto su atomi nelistoéa vedi, to je
uticaj na elektrone vedi. Kada se dodatni potencijal koji dolazi od neci-
stoca uvrsti u Sredingerovu jednadinu, kao resenja dobijaju se dva moguca
stanja koja elektron moze da zauzme. Elektroni u jednom stanju imaju
energiju istu kao i elektroni u linearnom harmonijskom oscilatoru (LHO),
pomerenu za odredeni faktor. Ti elektroni su vezani za necistoce u uzorku
i ne mogu da ucestvuju u protoku struje. U drugom slucaju elektroni
imaju identi¢nu energiju kao i elektroni u potencijalu LHO i oni nisu ve-
zani za necistoce, te mogu da ucestvuju u protoku struje. S obzirom da se
energetski nivoi popunjavaju redom, prvo elektroni sa manjom energijom
kako bi se princip minimalne energije ispoStovao, kada dode red da se
popune nivoi elektronima koji nisu u stanju da prenose struju nastaju
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Slika 1.

Tipi¢na zavisnost
Holovog otpora R,
(crna linija) i
longitudinalnog
specifi¢nog otpora p
(siva linija) od
magnetne indukcije u
kvantnom Holovom
efektu (preuzeto sa:
oer.physics.manchester.
ac.uk)

Figure 1.

Typical magnetic field
dependence of Hall
resistance Ry, (black)
and longitudinal
resistivity p = (gray)
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platoi koji se dobijaju iz eksperimenata. Elektri¢na otpornost ovakvog
uzorka je:

=n—
P h

gde je n ceo ili racionalni broj za svaki plato.
Frakcioni kvantni Holov efekat

U odeljku Kvantni Holov efekat objasnjen je efekat pri celobrojnoj
vrednosti broja n, umnoska e’ / h. Kada je n racionalan broj to objaSnjenje
ne vazi, jer u tom slucaju postoji i medusobna interakcija izmedu elek-
trona. Predlog oblika talasne funckije koja bi mogla da odgovara za sistem
elektrona u magnentom polju pri racionalnom broju n predloZio je Robert
Loflin, zbog ¢ega je 1998. godine dobio i Nobelovu nagradu za fiziku.
Funkcija koju je Loflin predlozZio ima oblik:

\V(ZN )n,D = D( H (Zi — Zj )" J]ﬁ e—lzk\2

N2i>j>1 k=1

gde su D i n kontsante, z kompleksan broj oblika z = v (x +iy),xiy
21,

koordinate. Kako Loflinova funkcija sadrzi informaciju o ,.efektivhom”

potencijalu u kome se krecu Cestice, u ovom radu traZimo upravo taj

potencijal, tj. Hamiltonijan.

Energija osnovnog stanja elektrona u magnetnom
polju

Loflinova talasna funkcija

Loflinova talasna funkcija, kada se kao aproksimacija prvog reda
zanemari medusobna kulonovska interakcija, predstavlja talasnu funkciju
dvodimenzionalnog sistema elektrona u osnovnom stanju u magnetnom
polju. Ako napiemo Sredingerovu jedna¢nu u obliku:

(K +T)y =Ey

potencijal moZemo izraziti u obliku:

T __Kky
\

gde je YA"] =T -E. Potencijal u magnetnom polju je nula te e energija

onda biti:
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_po_Kv
)

Kada operator K deluje na y, izraz moZemo da napi§emo u dru-

gacijem obliku kako bi nam bilo lakSe za racunanje:
Ry =iV — gA)(-ihVy - gAv)
m

Ako prethodni izraz raspiSemo, dobijamo:

%(—hzvz\u +qihV(Ay) +igAh(Vy) +q° A*y)
m

Deo izraza, V(Ay) moZemo napisati:
V(Ay) =A(Vy) +y(VA)

Kada uvrstimo ovo u izraz dobijamo:

;(—hzvzw +2qihA(Vy) + gihy(VA) + > A’y)
m
. — o 0 . .
Operator V moZemo napisati kao V =| — ,— |. VA je skalarni
Ox Oy

proizvod dva vektora:

VAZE —a—x+a—y =0
2\ 0Oy oOx

Izraz A(Vy) mozemo napisati u obliku:

B oy oy
A(Vy) =—| x F —y=Fr
(Vy) 2[ o yaxj

Posto Loflinova funkcija kao argumente uzima N Cestica, prvo mora-
mo traZiti izvod po jednoj Cestici, pa onda sumirati izvode po svim Cesti-
cama. Argumenti Loflinove funckije su kompleksni brojevi koji su oblika
x +1iy, tako da izvode moramo traZiti i po x i po y osi. Izvod po x:

k
oy b, O
— =" -z))" u +Ox
6'xm ]l;][ ! ;; (Zi _Zj)n ek

gde je x, x koordinata Cestice m. Ovaj izraz je moguce srediti i tada dobi-
jamo:
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am ( Sy _I;Zk:x"g)k""j

a-x B i=2i>j Z - ]
Funkcije koje se ovde pojavljuju — 9§, i Sj_m , su Kronekerove delta
funkcije koje su definisane:
1,za x =
6){ y = y
- 0,zax #y

Sada ¢emo Kronekerovim deltama pomnoziti sume u zagradi da
bismo se oslobodili svih ¢lanova koji su jednaki nuli. Nakon mnoZenja

5 1 gl n 1 a n xm
ox 2lB i=2%,, _Zj 2lB i>mZp —Z; 213

m

dobijamo:

Kako su m i j nezavisni u ovim sumama moZemo zapisati:

W_y L& m s n X
axm 213 Jj= Zm _Zj 213 j>mzm _Zj 2[;

ili skradeno:

ox,, 21,

0 1 & n X,
Z, =2; 2l
Izvod po y koordinati bi bio:

0 1 & in
7\“:\‘/ 72 _yimz
Oy 2L, iz, =2, 21,

m J

Drugi parcijalni izvod po x koordinati je:

2
o’y 1 & n X, 1 & n X,
e T A I e
axm 213 j;émZ Z 213 2lB j#m(zm _Zj) 213

J

Drugi parcijalni izvod po y koordinati je:

2
0’y 1 & in Y., 1 n X,
Bk ETa0 Spmisninberd I nbvad Db
5 jem Zw —2; 2l 2y jm (z, —z;)" 21

m J

Sada imamo sve potrebne izvode koje treba vratiti u izraz ——— za

energiju:
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. ) .
~Ky = E(WVZ\V —ihg(VA)y = 2ihgA(Vy) = q*A’y)

. . . 2y 2 .. . . .
Prvi deo ovog izraza je 7"V, koji kada se uvrste izrazi za zbir

drugih parcijalnih izvoda po x i y, nakon sredivanja, postaje:

Vi =h’y L 5§ ! +4J¥(X2'+y2)—41
2, -z ) 4y T4

Drugi ¢lan izraza bi bio:

. B N
2ingAVy) =210y zm(Z . J

B jimzm _Zj

a treci:
242 » B 2 2
-4 Ay =—q Ew(xm +Y,)
—I%\V
\}

5 N 2 2 252 2
_ﬂ: zZ,, Z n _L+hq3 _|_(le _|_y,3n L_q B _hi
\V Jj*Em Zm - Zj 21; 213 41; 4 l;

. : h P
Kada stavimo da je [, = |—, zagrada e se anulirati i jedino Sto e
gB

Zamenom ovih izraza u nakon sredivanja dobijamo:

ostati je:

B
a kada uvedemo da je P2~ (kruZna frekvencija), dobijamo:
m

LY,

Na pocetku izvodenja smo traZili V, =V — E i znamo da je V u
magnetnom polju nula. Izraz koji smo dobili predstavlja —E, $to je ener-
gija elektrona u osnovnom stanju. Dakle,

Ezlhw
2
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DzZojnt-Muselinova funkcija

U odredenim stanjima sistema, kada je izloZen veoma jakom mag-
netnom polju usmerenom normalno na ravan sistema, pojavljuje se na-
ruSenje rotacione simetrije, dok translatorna simetrija ostaje oCuvana.
Ovakva stanja su opisana DZojnt-Muselinovom funkcijom koja ima oblik:

2
_ i |

N
v=[[G -2)G —z, oz —z; +ahe

i<j

gde su z; i z; koordinate Cestice, v i [/ konstante.

DZojnt-Muselinova funkcija je opsti oblik Loflinove talasne funkcije
kada se za vrednost konstante o0 uzme nula. Uzmimo da je k = ol i
uradimo malu transformaciju funkcije:

N 72%
v=][]G -z -z,)* —k*)e

i<j
Izvod po x koordinati je:

( e -2,)((z; =2;)* =k?) ie’z%w

oy S o OX ox
Z\V m + m - (3)
ox,, Z; (z, —2,)((z; —2;)° —k?) iy
e

k 47

Sada nam je potreban izvod od (z, —z,)((z, —z,)" —k’).

aj(z,- —z2,)(z, —z,) k)=

=3@,, =8,z —z,)" k'@, =3,,)
Uvrstimo ovaj izvod u jednacinu (3):
0 T
87\41_\” iZ@’*’" -8,,)3(z; —z;)* —k?) + 0x,,
axm i=li<j (Z,- _Zj)((Z,- _Zj)z _kz) *zkkf

L e 41

Suma u ovom izrazu moze se dovesti na oblik:

iz(g”’” —8,,)6(z =2 —k) _
= i< (g, _Z‘,-)((Z,- _Zj)z _kz)
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S 1 1
_;Zm— .+,¢Zm -z, +j¢zm -z, tk

m J m

Kada sumu u ovom obliku uvrstimo u jednacinu (3) dobijamo:

N 1 1 1
a\l/ — z + Z + Z _ -)Cm2
o Sz, -2, fmz.—2 -k fmz, -z +k 2l

Sto je izvod po x koordinati. Izvod po y koordinati je:

oy &g i N i Vo
P (Z +Z " 2j

j#mzm - /' ];ﬁmzm —Z/ _k j:tmzm _Z/ +k 2l

Drugi parcijalni izvod po x koordinati je:

2
az\zl,:w(i 1 +i 1 +i 1 _meJr

2
Ox mZ, —Z;, wmZ, —2.—k .z, —Zj-i-k 21

m J

X 1 2 1 1
+y + + -
,#Zm(zm—zj ;(z —zj—k)2 ,#Zm(zm—zijk)z 21°

Drugi parcijalni izvod po y koordianti je:

2
ai”:%i S T e A

2
aym jam Zw T2 jEm Ty T, jEm o —zj-i-k 21

+\|/i +Z ! +Z ! L

2 2
JjEmM (Z - Zj JjEm (Z - Z]- - JjEmM (Z - Zj + k) 21

Radi jednostavnosti u daljem tekstu sa S, oznaCicemo:

< 1 < 1
R D) + 2
j¢mZ j jimzm Zj -k j¢mZm _Zj +k

S2:i i +z i +Z ‘
jEm Ly TR jEm Ly T LG T jEm % _Z-+k

Sada imamo sve ¢lanove i treba da izraCunamo

. Prvi ¢lan je

h’V3y, §to je:

2 2
1 1
gl s, =T | 4 =s, - — | +lis, =22 | +]s, - — |k
2 2 2 2
21 21 21 21
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12 ooy "

Drugi ¢lan je:

—2ihgA(Vy) =hgS,z,,v
Treéi Clan izraza je:
242 . B’ 2 2
—-q A Y =—q Tw(xm +ym)

UvrStavanjem ovih ¢lanova dobijamo izraz za energiju:

2 2 2 2p2 2
_Ky _ 1 Sz, hqB_h +(x2 +y2) h_gB” )
v 2m /2 A 4 ) P

h B
Ako stavimo da jel = [— i da je ® = ki dobijamo:
qB

m
Ry _ 1,
\j 2

Iz prethodnih delova znamo da je potencijal u magnetnom polju
jednak nuli, te da dobijeni izraz predstavlja energiju Cestice:

Ezlhoa
2

Zakljucak

Metod pronalaZenja nepoznatog svojstvenog Hamiltonijana za poz-
natu talasnu funckiju pokazao se kao pouzdan alat za ispitivanje talasnih
funkcija, $to je i pokazano na dva sistema. Na primeru Loflinove funkcije
dobijena je energija osnovnog stanja koja se podudara sa eksperimen-
talnim rezultatima. U sluCaju DzZojnt-Muselinove funkcije bilo je oceki-
vano da, zbog naruSenja rotacione simetrije, Hamiltonijan bude manje
simetri¢an nego kod Loflinove funckije, Sto se pokazalo netatnim. U
daljem radu moglo bi se ispitati §ta dovodi do toga da Hamiltonijan
DzZojnt-Muselinove funkcije poseduje isti stepen simetri¢nosti kao i
Loflinov.
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Aleksandar Bukva

Method for Finding an Hamiltonian for a Known Wave
Function Applied to a Laughlin Function

The goal of this paper is to find a Hamiltonian for a known wave
function. As an example, we use the Laughlin wave function that de-
scribes quantum electrons in a magnetic field. When electrons are cooled
down to a very low temperature, they start to exhibit quantum properties
and we can study a collective phenomenon, the quantum Hall effect. The
exact wave function for this system is not known, but the Laughlin wave
function has had very good predictions with the experiments so far. In the
second part of the paper, we use the Musaelian & Joynt (1996) wave
function because it has broken rotational symmetry and a different Hamil-
tonian is expected.
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