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Kvantni haos u faznim prelazima

Teorija haosa se bavi prouc¢avanjem hao-
ti¢nih sistema, odnosno sistema koji ispoljavaju
eksponencijalne osetljivosti na promene po-
¢etnih uslova. Razvijanje kvantne mehanike
pocetkom 20. veka ponudilo je reSenja za mnoge
nerazjasnjene fizicke probleme. Stoga je bilo
prirodno potraZiti uzrok haosa na kvantnom ni-
vou. Medutim, kvantna mehanika jasno ukazuje
na to da haos kao fundamentalno svojstvo ne po-
stoji, jer je svaki kvantni sistem periodi¢an u
nekom dovoljno velikom kona¢nom vremenu. S
druge strane, primeceno je da svi klasi¢ni hao-
ti¢ni sistemi imaju zajednicu statistiku svojs-
tvenih stanja kada se posmatraju kvantno. Zbog
toga se danas pod pojmom kvantni haos podra-
zumeva oblast koja proucava statistike i klasi-
fikaciju svojstvenih stanja kvantnih sistema.

Na osnovu energetskih spektara kvantni
sistemi se mogu podeliti na: lokalizovani (inte-
grabilni) i delokalizovani (haoti¢ni). Jedna od
karakteristika haoti¢nih sistema jeste da ras-
podela energija prati Dajsonovu (polukruznu
raspodelu), odnosnu raspodelu koja opisuje
statistiku svojstvenih stanja slu¢ajnih matrica.
Takode, kao karakteristika haoti¢nosti sistema
uvodi se diverzitet stanja, odnosno raspodela
diverziteta svih stanja. Diverzitet se definise kao:

gde je N — dimenzija prostora stanja, a S Fon
Nojmanova entropija stanja v difinisana kao:

N
SE 0 vy vy)) == [V Tog(17)].
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U slucaju integrabilnih stanja, raspodela di-
verziteta je koncentrisana oko 0.00 ukoliko je
sistem lokalizovan u realnom prostoru, odnosno
oko 0.70 ukoliko je lokalizovan u faznom pro-
storu. Dok razni haoti¢ni sistemi imaju raspodelu
koja je koncentrisana oko drugih karakteristicnih
brojki (npr. 0.49), zavisno od tipa haoti¢nog si-
stema.

U ovom radu, smo se koncentrisali na prou-
¢avanje dva integrabilna sistema koji poseduju
odredene karakteristike koje su na granici hao-
ti¢nih 1 integrabilnih sistema. To su Obri-Andre
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model i model konformne kvantne mehanike.
Pokazali smo da, nasuprot tome $to su ovi sistemi
intuitivno sli¢ni, medu njima nema univerzalne
sli¢nosti kao kod drugih haoti¢nih sistema. Kako
bi ovaj argument bio potpun, uveli smo i veli¢inu
gustinu diverziteta koja je jasno ukazala na nji-
hove razlike.

Obri-Andre model je model u jednoj di-
menziji u kojem je potencijal periodiCan, ali
iracionalno srazmeran dimenziji prostora. Ovo
dovodi do pojave i lokalizovanih i slabo deloka-
lizovanih stanja u energetskom spektru pri od-
redenim vrednostima amplitude potencijala.
Posebno su interesantna stanja koja se nalaze na
prelazu izmedu ova dva tipa stanja. Takva stanja
su samo-sli¢na i li¢e na fraktale. U ovom slucaju
potencijal je dat sa:

V(x) = A cos(wx),

gde je Aamplituda potencijala, a @njegova frek-
vencija.

S druge strane, konformna kvantna mehanika
je model ¢iji je hamiltonijan invarijantan na kon-
formnu grupu transformacija. U jednoj dimenziji
se ove osobine svode na zakon odrzanja energije
iinvarijantnost pri skaliranju — §to je upravo
osobina fraktalnih stanja. MoZe se pokazati da je
potencijal dat sa:

A
Vi(x) =7

Da bi se reSio svojstveni problem ova dva si-
stema, kori$éen je metod konacnih razlika.

Dobijeni rezultati za Obre-Andri model uka-
zuju na to da se pri apsolutnoj vrednosti ampli-
tude manjoj od 1 dobijaju delokalizovana stanja,
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odnosno vrednosti diverziteta su skoncentrisane
izmedu 0.4 1 0.5. Za ostale vrednosti amplitude
dobijaju se diverziteti skoncentrisani oko nule,
Sto odgovara lokalizovanim stanjima. Takode,
pri vrednosti amplitude 1 dobijene su takozvane
fraktalne talasne funkcije.

S druge strane, sistem konformalne kvantne
mehanike pokazuje da se za male vrednosti po-
tencijala dobijaju diverziteti koji teZe vrednosti
0.7 (slobodna Cestica), dok se za velike vrednosti
dobijaju diverziteti skroncentrisani oko nule (za-
robljena Cestica). Ovo sugeriSe da ova dva mode-
la ipak nisu sli¢na. Kako bi se ovo pokazalo, bilo
je potrebno uvesti dijagnostiku koja ée jasno
pokazati da svojstvena stanja Obri-Andre mo-
dela imaju fraktalna svojstva, dok stanja kon-
formne kvantne mehanike to nemaju. U tu svrhu
uveli smo novu veli¢inu, gustinu diverziteta,
odnosno racunali smo diverzitete po segmentima
prostora. Ova veli¢ina do sada nije koriS¢ena, ali
u njoj vidimo potencijalni indikator ,,fraktal-
nosti” stanja. Ono $to smo ocekivali jeste da
samo-sli¢na talasna funkcija ima identi¢ne ras-
podele gustine diverziteta na svim segmentima.
Upravo to i jeste bio sluc¢aj sa Obri-Andre mo-
delom. S druge strane, u sluc¢aju konformne
kvantne mehanike dobili smo da razliiti seg-
menti mogu bili lokalizovani u realnom ili u
faznom prostoru. To sugeriSe da je konformna
kvantna mehanika, uprkos svojstvu invari-
jantnosti pri skaliranju, ipak integrabilan sistem,
tj. da nema ni$ta zajednicko sa Obri-Andre
modelom.
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Zakljucak je da se konformna kvantna me-
hanika definitivno svrstava u klasu integrabilnih
sistema, dok Obri-Andre model ostaje jedini
primer jednodimenzionog sistema sa dve mo-
guce vrste stanja u svom spektru.

Quantum Chaos in Phase Transitions

Quantum chaos is a field that studies univer-
sal properties of spectra of quantum systems.
Very roughly, one can distinguish two universal
types of states in a spectrum: localized (inte-
grable) and delocalized (chaotic). Our under-
standing of this rough dichotomy as a function of
the quantum-mechanical potential is not com-
plete, but is rather important for a deep under-
standing of quantum mechanics. In particular,
the behavior of systems near localization/de-
localization phase transitions is poorly under-
stood. Therefore, in this paper we investigate the
spectrum of a quantum particle with conformal
symmetry and compare it with that of the well-
-known Aubry-André model, which is known to
exhibit a delocalization phase transition. We ana-
lyse the spectra of these models in various ways,
and we introduce a new diagnostic — the density
of diversities — that clearly shows the difference
between two systems. Our results suggest that,
contrary to naive expectations, conformal quan-
tum mechanics does not emerge at the localiza-
tion/delocalization phase transition. o
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