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Ispitivanje osobina
planarnih i sfernih so~iva
na bazi metamaterijala

Metamaterijali predstavljaju relativno novu grupu
ve{ta~kih materijala ~ija se glavna karakteristika
ogleda u negativnom indeksu prelamanja ovakvih
struktura. Zbog svojih izuzetnih performansi, mogu-
}e ih je koristiti za pravljenje superso~iva, tj. so~iva
koja prevazilaze difrakcioni limit. U ovom radu dat
je teorijski opis prostiranja svetlosti kroz so~ivo na-
pravljeno od metamaterijala uzimaju}i u obzir dve
geometrije: planarnu i sfernu. Numeri~ki rezultati
pokazuju zavisnost prelomljenog dela polja od
opsega frekvencija, upadnog ugla, kao i od samog
oblika polja pu{tenog na superso~ivo. Prikazana je
mogu}a primena sfernog so~iva baziranog na
metamaterijalu kao rutera u opti~kim telekomunika-
cionim sistemima.

Uvod

Glavne elektromagnetne karakteristike nekog
materijala su njegova dielektri~na permitivnost � i
magnetna permeabilnost 
. Za razliku od prirodnih
sredina, kao {to su staklo, kristal, itd., u kojima su
ova dva parametra (tj. njihovi realni delovi) uvek
pozitivne veli~ine, za neke metamaterijale va`i da je
�, 
 < 0. Takvi metamaterijali se nazivaju levoruki
metamaterijali (LHM – left handed metamaterial)
(Caloz i Itoh 2006), jer u njihovom elektromagnet-
nom polju va`i takozvano pravilo leve ruke.

Istorija metamaterijala po~inje 1968. godine
idejom ruskog fizi~ara Viktora Veselaga o postoja-
nju supstance sa istovremeno negativnim vrednosti-
ma � i 
 (Veselago 1968). Promenom algebarskog
znaka tih parametara u ~etiri Maksvelove jedna~ine
(Kawano i Kitoh 2001), dobija se „levoruka trojka“
elektri~nog polja E, magnetnog H i faznog vektora k

(Caloz i Itoh 2006). Tridesetak godina kasnije
osmi{ljene su strukture bazirane na periodi~nom
ponavljanju blokova napravljenih od tankih metalnih
`ica (TW – metal thin wire) i prstenastih rezonatora
(SRR – metal split ring resonator). Gradivni eleme-
nti bloka, nezavisno jedni od drugih, u nekim opse-
zima frekvencija poseduju negativnu dielektri~nu
permitivnost (TW), odnosno magnetnu permeabil-
nost (SRR). Kombinacijom ovakva dva elementa
napravljeni su metamaterijali sa elektromagnetnim
svojstvima koja se u prirodi ne mogu prona}i.

Bitna osobina metamaterijala jeste da im je pro-
se~na dimenzija jedini~ne }elije mnogo manja od
talasne du`ine upadnog zra~enja. U krajnjem slu~a-
ju, ona mo`e iznositi ~etvrtinu vrednosti talasne du-
`ine upadnog zra~enja. To je uslov koji osigurava da
pri prelamanju talasa kroz metamaterijal ne do|e do
efekata rasejanja i difrakcije (Caloz i Itoh 2006).

Indeks prelamanja neke sredine (n n in� � � ��,
gde su �n i ��n realan i imaginaran deo indeksa prela-
manja, respektivno) zavisi od pomenutih veli~ina � i

. Iako se obi~no smatra da je � �n 0, relacija � �n 0
ne kr{i nikakve fundamentalne zakone. Materijal sa
istovremeno negativnim realnim delovima dielek-
tri~ne permitivnosti �� i magnetne permeabilnosti �

}e uvek posedovati negativan efektivni indeks
prelamanja (ubudu}e samo indeks prelamanja).
Glavna osobina ovih materijala je inverzan Snelov
zakon. Zakon prelamanja je dat izrazom
n n1 1 2 2sin sin� �� , pri ~emu su �1 i �2 upadni,
odnosno prelomljeni ugao, a n1 i n2 indeks prelama-
nja sredine iz koje talas dolazi, odnosno materijala
kroz koji se talas prelama. Po{to je indeks prelama-
nja LH metamaterijala negativan, zna~i da se kroz
takvu sredinu svetlost prelama pod negativnim ug-
lom, tj. sa iste strane normale na razdvojnu povr{inu
kao i upadni talas. Potrebno je napomenuti da indeks
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prelamanja zavisi i od frekvencije i da u zavisnosti
upadnog ugla (Brusterov ugao) mo`e do}i do pojave
totalne refleksije. U ovim materijalima prime}eni su
i fenomeni inverznog Doplerovog efekta, obrnute
^erenkove radijacije itd. (Milloni 2005).

Zbog mno{tva specifi~nih svojstava, metamateri-
jali bi u velikoj meri mogli doprineti razvoju optike,
medicine i raznih nau~nih grana. Naime, predvi|anja
ukazuju na to da bi se od njih mogla proizvesti tzv.
superso~iva koja bi bila planarna za razliku od kon-
vencionalnih i davala o{triju sliku predmeta, zna-
~ajno smanjuju}i aberaciju. Ova pojava sledi iz
~injenice da bi kod ovakvih so~iva bio prevazi|en
difrakcioni limit, pa bi se ona mogla primeniti i u
medicini za npr. posmatranje minijaturnih }elija raka
(Caloz i Itoh 2006). Superso~iva bi se mogla koristi-
ti za pove}anje kapaciteta memorije kod opti~kih
diskova i kao poja~ava~i antena. Jo{ jedna neobi~na
primena metamaterijala jeste pravljenje pla{ta za
nevidljivost. Naime, napravljene su strukture koje
primoravaju EM zrak da zaobi|e predmet koji se
nalazi unutar njih, pa predmet, na taj na~in, postaje
nevidljiv za na{e oko.

Cilj ovog rada je ispitivanje osobina planarnih
so~iva na bazi metamaterijala, odnosno izra~unava-
nje uslova pri kojima se ovo so~ivo mo`e okarakte-
risati kao superso~ivo. Tako|e, ispitivane su osobine
sfernog so~iva konstruisanog od metamaterijala, kao
i mogu}nosti za upotrebu takvog so~iva kao rutera u
opti~kim (telekominikacionim ili ra~unarskim) siste-
mima.

Model

U cilju izvo|enja izraza za indeks prelamanja
metamaterijala kori{}en je Lorencov model (Ruppin
2002). Relativna dielektri~na permitivnost, magnetna
permeabilnost i indeks prelamanja dati su izrazima:
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gde su �� pozadinska dielektri~na konstanta, � fre-
kvencija upadnog talasa, �p plazma-frekvencija
koja predstavlja ja~inu interakcije oscilatora sa

elektri~nim poljem, �r rezonantna frekvencija elek-
tri~nog dipola, F ja~ina interakcije elektri~nog i
magnetnog polja, �0 rezonantna frekvencija magne-
tnog dipola, a  e i  m faktori prigu{enja u elektri-
~nom i magnetnom polju, respektivno. Ukoliko je
zadovoljen uslov ( )� � ! � �� 
0 0 " ( � �� �� 

� � �� �
 � 0) vrednost indeksa prelamanja u jedna~ini
(3) }e biti pozitivna. U ostalim slu~ajevima indeks
prelamanja je negativan.

Apsorpcija predstavlja slabljenje svetlosti pri
prolasku kroz neku sredinu i njena vrednost se kre}e
u opsegu od 0 do 1. Apsorpcija EM talasa kroz
metamaterijal je data slede}im izrazom (Ili} et al.
2008):
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gde je E0 upadna amplituda elektri~nog polja, Ey
*

konjugovano kompleksna vrednost y-komponente ele-

ktri~nog polja u superso~ivu, * � 
 +0 0
2 2� �k S S ,

gde je k0 talasni broj u vakuumu, + konstanta propa-
gacije talasa, a �S i 
 S permitivnost i permeabilnost
okolne sredine, respektivno. Polje unutar metamate-
rijala na poziciji x, ozna~eno je sa E xy( ) dok su

ostale relevantne veli~ine date izrazima � �
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2sin , pri ~emu je

� upadni ugao.
Pri svakom prelasku zraka svetlosti u novu sre-

dinu, deo svetlosti se reflektuje, a ostatak se trans-
mituje. Procenat svetlosti koji se transmituje dat je
slede}om relacijom:
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gde su � i + vrednosti upadnog i prelomljenog ugla,
respektivno. Deo svetlosti koji pro|e kroz metama-
terijal je dat slede}om formulom:

T T T Auk � � � �1 2 1( )

gde su T1 i T2 koeficijenti transmisije pri ulasku,
odnosno izlasku iz metamaterijala.

Planarno so~ivo od metamaterijala

Neka je dato planarno so~ivo debljine d i neka
se ta~kasti izvor svetlosti nalazi na rastojanju p od
so~iva (slika 1). Frekvencija svetlosti zadovoljava
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uslov da je � �n 1. Neka je ,S ugao pod kojim neki
zrak upada na so~ivo. Ako je nS indeks prelamanja
sredine, prema Snelovom zakonu prelamanja, ima se

da je ugao prelamanja jednak ,
,

� arcsin
sin S Sn

n
.

Glavna osa sadr`i izvor svetlosti i normalna je na so~i-
vo. S druge strane so~iva, zrak se~e glavnu osu u ta~ki
L. Kako je AB PB S� � tan , i AB BC� � tan ,,
izjedna~avanjem dobijamo

BC BE CE PB S� � � �
tan
tan
,
,

.
(4)

Analogno se dobija da je

CE EL S�
tan
tan
,
,

.
(5)

Imaju}i u vidu da je PB = p, BE = d i EL = x, iz
jedna~ina (4) i (5) sledi:

x d pS� � �
tan
tan
,
,

.
(6)

U slu~aju x � 0 prese~na ta~ka je imaginarna i
nalazi se sa druge strane prave DE.

Sferno so~ivo od metamaterijala

Posmatra se 2D model homogene sfere polupre-
~nika R od metamaterijala u (x, y) koordinatnom sis-
temu (slika 2). Ukoliko, paralelno x-osi, kroz sferno
so~ivo pustimo svetlosni zrak ~ija frekvencija zado-
voljava uslov � �n 0 on }e se dva puta prelomiti, kao
{to je prikazano na slici 2. Radi detekcije, sa druge

strane x-ose mo`emo postaviti zastor na kome }e
ovaj zrak padati u ta~ku L. Ukoliko su koordinate
upadne ta~ke P x y( , )1 1 koordinatu ��x ta~ke L mo`emo
izra~unati na na~in opisan u slede}em pasusu.

Radi jednostavnosti recimo da je �� �x 0. Neka je
(x, y) kompleksna ravan. Ta~ka A se dobija rotaci-
jom ta~ke P oko centra so~iva za ugao 2+ �� . Otu-
da va`i

( ) ( )x iy e x iyi
1 1

2
2 2� � ��+ � . (7)

Ako je * + �� �2 , realni i kompleksni delovi
leve strane jedna~ine (7) respektivno su dati izra-
zima:

x x y2 1 1� �cos sin* *

y y x2 1 1� �cos sin* *.

Iz sli~nosti trouglova DAO i CBO sledi da je

� � �x x
y

y2
3

2

.

Na sli~an na~in se dobija da je

AB R
y y

yS�
�3 2

2

.

Tako|e va`i

, �
1

2

2
� � arccos

x

RS

pa je ugao kod ta~ke L jednak

, � , �2 12
� � � .

Primenjuju}i sinusnu teoremu na trougao BLA dobi-
ja se da je

BL AB� � sin
sin

�
,2

.

Sabiranjem du`i CB i BL dobijena je tra`ena ko-
ordinata tj.

�� � � �x x BL.

Ukoliko svetlost padne na „levu“ stranu zastora u
nekoj ta~ki, sli~nim postupkom je mogu}e odrediti
njene koordinate. Koordinata y3 je odre|ena polo`a-
jem zastora.

Potrebno je napomenuti da, za razliku od planar-
nih, u praksi do sada nisu konstruisane sferi~ne stru-
kture na bazi metamaterijala, tako da je, na `alost,
sferni pojam metamaterijala jo{ uvek samo teorija.
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Slika 1. Planarno so~ivo napravljeno od metamaterijala

Figure 1. The planar lens made of metamaterial



Rezultati i diskusija

Pri prou~avanju modela metamaterijala potrebno
je izabrati osobine istog koje su okarakterisane para-
metrima iz jedna~ina (1) i (2). U ovom radu kori{}e-
ni su paramatri iz rada Ili}a i saradnika (2008). Za
tako odabrane parametre, opseg talasnih du`ina u
kom je indeks prelamanja negativan kre}e se izme|u
799 i 818 nm. Vrednosti parametara su:
�p = 2700 THz, �r = 0, �0 = 2300 Hz, F = 0.052,
�� = 3.1,  e = 35 THz,  m = 35 THz i RS=50 nm.

U odabranom modelu zanemareni su faktori
prigu{enja. Debljina so~iva iznosi d = 1 cm, a uda-
ljenost ta~kastog izvora je p = 0.5 cm. Za koeficijent
indeksa prelamanja sredine uzimano je nS � 1.

Superso~ivo

Na slici 3 prikazano je mereno rastojanje prese-
~ne ta~ke L od so~iva u zavisnosti od frekvencije
(jedna~ina (6)). Prora~un je ra|en za vi{e razli~itih
upadnih uglova. Pikovi na slici 3 predstavljaju fre-
kvencije pri kojima dolazi do totalne refleksije zra-
ka, tako da pri ve}im frekvencijama od te, zrak ne
se~e glavnu osu. Odatle vidimo da se opseg „dozvo-
ljenih“ frekvencija smanjuje sa pove}anjem upadnog

ugla (porede}i po uglovima sa slike 3, za ,S = �/4

opseg je najmanji, a za ,S = �/10 najve}i). Ta~ka

preseka za koju va`i da je x d p� � = 5 mm odgo-
vara slu~aju kada je n nS � � , {to zna~i da je ovo

potreban i dovoljan uslov da ovakvo so~ivo ispo-
ljava osobine superso~iva. Na uve}anom delu slike 3
mo`emo „o~itati“ frekvenciju pri kojoj je dati uslov
zadovoljen. Sa slike 3 se vidi da su, za manje fre-
kvencije upadne svetlosti, neka rastojanja negativna,
{to zna~i da je u svakom od tih slu~ajeva presek
zraka sa glavnom osom imaginaran. Ovaj problem
se prevazilazi smanjenjem udaljenosti ta~kastog
izvora P od supeso~iva, tako da svaki zrak se~e gla-
vnu osu i unutar so~iva.

Sferno so~ivo

Kod sferne geometrije vr{eni su prora~uni za
dva slu~aja (slika 2): kada je upadni zrak zanemarlji-
vo male {irine i kada je lansiran laserski impuls, tj.
oblika gausijana.

U prvom slu~aju zrak nosi talase razli~itih
frekvencija svetlosti ~ija je ja~ina odre|ena Gauso-
vom raspodelom po frekvencijama. Na slici 4 dat je
uporedni prikaz raspodela ja~ina svetlosnog zraka
pri ulasku u so~ivo i pri njenom izlasku. Upadni
ugao je iznosio 0.4 radijana.

Maksimum ja~ine talasa pri ulasku nije isti kao
maksimum ja~ine talasa pri izlasku, ve} je frekve-
ncija drugog malo vi{a. Raspodela se deformisala,
jer su se, pri prelamanju upadnog zraka, zbog razli-
~itih indeksa prelamanja, talasi razli~itih frekvencija
prelamali pod razli~itim uglovima i na taj na~in
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Slika 2. 2-D model sfernog so~iva napravljenog od
metamaterijala

Figure 2. The 2-D model of a spherical metamaterial

Slika 3. Udaljenost prese~ne ta~ke L od so~iva u
zavisnosti od frekvencije upadnog zra~enja (za razli~ite
upadne uglove)

Figure 3. The distance between the intersection L and
the lens position versus frequency (for different incident
angles), with detailed view in center



prelazili razli~ite puteve pri prolasku kroz sferu. Ova
pojava ima za posledicu razli~itost u koeficijentu
transmisije svakog talasa kojeg nosi upadni zrak.
Velika varijabilnost indeksa prelamanja metamateri-
jala uzrokuje „raspr{ivanje“ ovakvog zraka pri prela-
manju kroz isti.

Vidi se da su gubici relativno veliki (oko 50%).
Za razli~ite upadne uglove dobijani su relativno sli-
~ni grafici, s tim {to je pri upadnim uglovima ve}im
od 0.5 radijana „dozvoljeni“ opseg frekvencija veo-
ma uzak, tj. dolazi do potpune refleksije nekih talasa
u posmatranom opsegu. Porede}i gubitke, ustano-
vljeno je da su oni uvek maksimalni za talas frekve-
ncije �GUB � 2345 THz, nezavisno od upadnog ugla.
Utvr|eno je da je za tu frekvenciju indeks prelama-
nja najmanji i iznosi oko –1.3. Frekvencije za koje
su gubici minimalni zavise od upadnog ugla i ti gu-
bici se kre}u do 40%.

U drugom slu~aju posmatran je laserski impuls
~ija je {irina reda veli~ine polupre~nika sfere. Ja~ina
impulsa je data prostornom Gausovom raspodelom
(po {irini impulsa) za odre|enu frekvenciju svetlosti.
Ako se odabere frekvencija �1 takva da je indeks
prelamanja metamaterijala 1, za nju pri prolasku
zraka kroz sferu ne dolazi do refleksije; koeficijenti
obe transmisije jednaki su jedinici, pa su tada gubici
najmanji. Na slici 5 se vidi da su gubici svedeni na
minimum i iznose oko 3%.

Slede}i primer posmatra zastor postavljen kao na
slici 2, tako da je. y RS3 2� Ako je frekvencija �-

laserskog zraka takva da je indeks prelamanja ne-
gativan, zrak }e padati na zastor. Frekvencija �2 je
odabrana tako da je � � �n 1. Na slici 6 se jasno vidi
kako se gausijan na zastoru pri ovoj frekvenciji la-
serskog impulsa „spustio“ zbog gubitaka i defor-
misao. Do deformacije je do{lo jer su se zraci
svetlosti koji su na ulasku bili bli`i x-osi prelamali
pod relativno malim uglom i pre{li najve}i put do
zastora. Zato se deformacija gausijana na izlasku
mo`e smanjiti „podizanjem“ donjeg dela laserskog
impulsa, jer bi tako sve komponente snopa padale
bli`e y-osi i dobijeni gausijan bi bio u`i. Gubici su
pribi`no iznosili 52%. Radi provere izra~unato je i
da su gubici najve}i za frekvenciju i iznose oko
65%. Ali uprkos tome, to je „sigurna“ frekvencija,
jer je grani~ni upadni (Brusterov) ugao pri kome
dolazi do totalne refleksije najve}i.

Ukoliko bi se postavio jo{ jedan zastor vertikal-
no u II kvadrant, izborom frekvencije upadnog zraka
(�1 ili �2) mogu}e je diktirati pravac prostiranja
svetlosti kroz ovakvo sferno so~ivo. Naime, za prvu
frekvenciju svetlost bi skrenula „levo“, dok bi za
drugu nastavila prostiranje u istom smeru zavr{iv{i
na ovom zastoru. Na ovaj na~in, mogu}e je realizo-
vati opti~ki ruter koji bi izborom frekvencije usme-
ravao zrak u `eljenom pravcu.
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Slika 5. Pore|enje raspodela ja~ina svetlosti pri ulasku
odnosno izlasku iz sfernog so~iva u odnosu na visinu,
za n = 1

Figure 5. Comparison of light intensity distributions
before (thick line) and after (thin line) propagation
through the spherical lens as a function of height,
for n = 1

Slika 4. Pore|enje raspodela zastupljenosti frekvencija
zraka svetlosti pri ulasku odnosno izlasku iz sfernog
so~iva (za upadni ugao od 0.4 rad)

Figure 4. Comparison between frequency distributions
of the ray entering (thick line) and leaving (thin line)
the spherical lens (for a 0.4 rad incident angle)



Zaklju~ak

Indeks prelamanja metamaterijala je veoma
promenljiv u zavisnosti od karakteristika EM zraka
koji se pu{ta kroz njega. Dokazano je da, u opse-
zima frekvencija koje smo koristili, a u skladu sa
datim parametrima, superso~ivo mo`e postojati
isklju~ivo ako je njegov koeficijent indeksa prelama-
nja jednak negativnom koeficijentu indeksa prelama-
nja sredine. Prime}eno je da se najve}i gubici, pri
prolasku EM talasa kroz sferno so~ivo napravljeno
od metamaterijala, de{avaju pri minimalnom indeksu
prelamanja. Interesantno je i to da na gubitke gotovo
ne uti~e upadni ugao zraka.

Projekat bi se mogao pobolj{ati i kada bi se u
obzir uzelo da u realnom slu~aju laserski impuls nije
odre|en samo jednom, glavnom frekvencijom.
Naime, laserski impuls sadr`i niz talasa frekvencija
bliskih glavnoj frekvenciji zra~enja lasera. Njihova
zastupljenost je data Gausovom raspodelom. Na taj
na~in bi na zastor u jednu ta~ku stizali zraci vi{e
frekvencija koje bi morale da se sla`u i po fazama.

Konstrukcija sfernih so~iva bi mogla da doprine-
se razvitku rutera, ure|aja koji bi, u zavisnosti od
frekvencije signala koji {aljemo, omogu}ili skretanje
signala u „`eljenom“ smeru.
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Ognjen Tripunovi}

Study of Characteristics of Planar and
Spherical Lenses Based on
Metamaterials

Metamaterials represent a relatively new group
of artificial materials whose main characteristic is a
negative refractive index of such structures. Because
of their remarkable performances, it is possible to
use them for making superlenses, i.e. lenses that go
beyond the difraction limit. In this paper, two theo-
retical, geometrically different approaches of a light
propagation through a lens made of metamaterial,
are given: planar and spherical. Numerical results
show the dependencies of the refracted part of the
field on a band of frequencies, incident rays, and
field shapes sent through the lenses. The possible us-
age of such spherical lenses as routers in optical
telecommunication systems is presented.
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Slika 6. Raspodela intenziteta svetlosti na zastoru sa
gubicima odnosno bez njih pri n = –1

Figure 6. The distribution of light intensity on the
plane with (thin line) and without (thick line) losses
for n = –1


