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1 Teopwnja

1.1 TeHepanncaHe koopaunHaTe

Jeman o1 OCHOBHUX TIOJMOBA Y KJIACUYHO] MEXAHUIIN je YeCTHIa, OJHOCHO MaTepujaaHa Tadka. [los
OBHUM Ce MUCJIU Ha TEJIO Uuje cy pusndke JIUMEH31]je 3aHeMapuBe Y 0JIHOCY Ha PACTOjarba Koja IpeJia3n
U HUCY HEOIXOJHE 3a OIHMCUBAILE HEeroBOI KpeTama. (OBO 3aBUCH 0/ KOHKPETHOT CJIydaja KOjUM Ce
6aBumo. Ha mpumep, maaneTy MOXKeMO CMaTpaTH MaTEPHUjaJHOM TAadKOM IIPU ITOCMaTparby HEeHOr
kperarba oko CyHIla, ajli He U aKO HAC UHTEPECyje HeHO POTUPAILE OKO COIICTBEHE OCe.

[Mosunuja gecrutie y mpocTopy je nedunncana noMohy mweHOr pajujyc BeKTopa (BeKTOpa moJioxkaja)

qpje cy KOMIOHeHTe fare y JleKapToBuM KoopamHarama ,y,z. W3son ¥ = 9 ox 7 no t ce 30Be

dt
- 27 . .
Op3uHa vecTuile, a JAPYyTrd U3BOJ 4 = % je yop3ame. Y HacTaBKy TeKcTa hemo, Kao IITO je TO

obu4aj, u3BOJI [0 BPEMEHY HEKe BeJUYUNHE O3HAYABATH TAYKOM M3HAJ| T€ BeJIMYNHE, KAo U = .

Ja 6ucmo gedunucasn mosoxkaj N decTuiia y mpocTopy, HEOIXOJIHO je da 3ajamo N paJmjyc
BeKTOpa, ojHocHO 3N KoopauHata. Bpoj He3aBUCHUX BeJIMYMHA KOje MOpPaMoO 3aJIaTh Jia OUCMO jejI-
HO3HAYHO JeOUHUCAJN TT0JI0¥KA] CUCTeMa 30BeMO Opoj cTenmeHu cJiobojie cucrema. ¥ ITPETXOTHOM
cay4ajy, 6poj crerenu ciobone je 3N. Te nezaBucue Besmunne He mMopajy HykHo outnu lekaprose
KOOpJIMHATE YeCTulla, Beh OMI0 Koje BeJnduHe Koje Cy HAjupUKJIaIHKje MPobJIeMy KOjU PeriaBaMo.
[TpousBo/bHUX S BEJIUYUHA ¢, (s, ..., (, KOj€ Y TOTIIYHOCTU JAePUHUIITY II0JI0¥Ka] CUCTEMa, Ca, S CTEIeHN
¢71000/1€ 30BEMO IreHepaJincaHe KOOPJAMHATE CUCTEMA, a U3BOJIE ¢; 30BeMO reHepaJjincane Op3uHe.

Kana 3amamo BpeHOCTH reHepamcanM KOOp/InHATaMa, MA CMO 33/IaJTH KaKO U3TJIe/[a MEXaHITIKO
CTarbe y TOM TPEHYTKY, aJli He 3HAMO KaKO he CHCTeM HM3IVIeJaTH y HapeIHUM TPEeHyInMa. 3a Jare
BPE/IHOCTU I'€HEPAJMCAHIX KOOD/IMHATA, CUCTEM MOYKE UMAaTU IIPOU3BOJbEHE IeHepaJiicane Op3uHe, a
Te Op3UHE HAM IOBOpPEe Kako he M3TJIeaTh CUCTEM T0CJ/Ie U3BECHOI MH(MPUMHUTE3NMAJIHOT BpeMeHa dt.

AKO mcTOBpEMEHO 33/1aMO BPEIHOCTH T'eHepaJnCcaHnM KOOpInHaTaMa u Op3uHaMa CHCTeMa, U3 UC-
KyCcTBa 3HAMO Ja he HaM TO y HMOTIYHOCTH Je(@UHUCATU CTalbe CHCTEMA U HerOBO Ja/be KPEeTamhe
hemo, y npunnumy, mohu ja onpeaumo. MareMaTuydKu pedeHo, OBO 3HAYH JIa KO Y HEKOM TPEHYTKY
3HAMO CBe I'eHepaJincane KOopJuHaTe ¢ U Op3uHe ¢, TaJa je jeJHo3HAuHO ojipeheHo yop3aibe § y ToM
HUCTOM TPEHYTKY.

Penamuje xoje nose3yjy yOpsama ca KoopjuHaTaMa U Op3WHAMa Ha3UBajy ce jeTHAUYMHE Kpe-
tamba. To cy nudepennujaine jeHadnHe IPYyror peja y OaHOCY Ha ¢(t), YUjuM HHTErpaberheM ce
npuHnunujeaHo Mory nahu rte dysukimje ¢(t). Tj. TpajeKTopHje KpeTama MEXaHHIKOI CHCTEMA.

1.2 lNpunHunn Hajmarer gejcrea

Hajommruja dbopmystaiuja 3aKkoHa KpeTamba MEXaHUIKIX CHCTEMA, je JlaTa TAKO3BAHUM IIPUHITAIIOM
HajMamer jejcrBa. Mycrpyjmo o Ha cienehu Hadmn. 3amwuciuTe Ja uMamo JIONTHIY (Koja ce
HaJIa3U HIP. y IPABUTAIIMOHOM TIOJbY) KOjy GalMMo U3 jejiHe Tadke U Koja ce cjoboaHo Kpehe 10
Heke pyre Tadke. /lakie 6ammmo je, oHa ujie Ka rope, OYHE J1a ce CIYIITa JI0JI€ U CTUXKE Y JKEJbEHY
Tauky 3a onpeheno Bpeme (cimka 1.1). Cazma mpobamo ja meramo JIONTHILY OJ WCTe TIOYeTHE 0
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Cnuxka 1.1:

ncTe Kpajihe TadKe 3a UCTO BpeMe, ajii JIy’K HeKe HOBe myTame (cimka 1.2). AKo 6ucMo u3padyHasun
KUHETUYIKY €HEeprujy y CBAaKOM TPEHYTKY JIyzK IyTarbe, OJ TOra OJy3e/IM MOTEHIIN]aJIHY €HEPTHjy v
CBaKOM TPEHYTKY JIy2K IIyTame U TO MOWMHTErpasuin y BpeMeHy, joomhemo 6poj koju je Behu Hero
y caydajy mpaBe ImyTame jornture. pyrum pednma, apyrun EbyTHOB 3aKOH He MOpaMo Ja MHIIEMO

Cnuxka 1.2:

y obnuky F' = ma, Beh kao: Pazymka cpeime KHHETUUIKE CHEPTHje MUHYC CPEIbe MOTEHIIN]aHe
eHepruje je MUHUMAJTHA JIy2K IyTame u3Mely JBe Tatuke KojoMm ce Kpehe Teso (ycpeimbaBame BPIITIMO
10 BPEMEHY ).

Ja unycrpyjemo maJsio 6ospe. IlocmarpamMo wecTuily y rpaBUTaIllOHOM II0JbY, W Ta UECTHUIl UMa
Tpajekropujy z(t) (3a caja mocMaTpajMo Kperame y jeIHOj IMMEH3HjH, YecTuiia ce Kpelie camo rope-
JI0JIe, He MOXKe y cTpaHy ja ckpehe), rje HaM x TpejcTaB/ba BUCHHY Ha KOjOj Ce YeCTHIa HAJa3H,
KUHETHYKa eHepruja je tajga 1" = %m(‘fl—f)z a MOTeHIja/THa eHepruja je KOHCTaHTHA y BpeMeHy mgz.
CaJta oy3MeMO MOTEHIIUjAJTHY €HEePrujy o KHHETHIKE eHepruje u TO IMOMHTErPAIUMO 110 BPpEeMeHY
0/1 TIOYETHOT JI0 Kpajlerl TPeHyTKa KpeTama. lIpermocraBuMo jia ce Tejio y MOYeTHOM TPEHYTKY t,
HaJIa3MJI0 Ha HEKOj BUCUHU U JIa je Y KPajilheM TPEHYTKY t, OHO MO3UITMOHNPAHO Yy HEKO] JIPYTOj TauKN

y npocropy (1.3). Taj unrerpas je obsmka

/762 1 dz\ 2 @t
: sm | mgx

Axo 6ucMmo HarpTau rpaduK MoJI0XkKaja y 3aBUCHOCTH 0/ BpeMeHa, j1obuhemo Heky Kpusy (To he Guru
napaoJia) u 3a Ty napaboJry oBaj nHTerpas he nmaT HeKy BPEIHOCT. AJIH MU MOYKEMO J[a 3aMUCIIMO
Jla ce TeJIo0 KpeTaJo 110 HEKOj JIpyradrjoj KPUBoj, /la je UIJI0 MaJjo rope, ma MaJjo J1oJe, Kao Ha CJIUII
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Cnuxka 1.3:

1.4. 3a oBaj KpuUBYJIaBU IIyT MOYKEMO Jia U3PAIyHAMO UHTErPaJi, Tj. 3a OUJIO KOjU IIyT MOXKEMO JIa
n3padyHaMO WHTerpaJi, aji je HeBepOBaTHA UYHHEHHIA TO IMITO he caMo npasu nym (OHA] Koju ce
yodaBa y CTBaApDHOCTH) UMaTH MUHUMAJIHY BpeJHOCT oBor mHTerpasal Xajie na ucnpobamo Ha Jey.

Cnuxka 1.4:

V3Mumo 3a moderak ¢j1000/IHy YeCTHIly KOja HeMa HOoTeHNuja/iny eneprujy. Tajia oBo Hale npaBuio
Kaske Jla IPHU KpeTamy OBe Hallle decturie o Tadke A 10 Ttauke b 3a ojapeheno Bpeme, mHTErpas
KHHETUIKE eHepTHje je MIHIMAJIaH, OJIaKjie CJIe/IN Jda Ce YeCThIa Kpehe paBHOMEPHO MTPABOJIMHN]CKH
(3HAMO J1a je mpaBu OJroBop Ja fie paBHOMEPHO MpaBOJMHUjCKH Ja ce Kpelie). Bamro je Tako? 3aro
IIITO, aKO ce He OM KpeTasio KOHCTAHTHOM OP3WHOM, OHJIa O1 ce KpeTaJsio MaJjio Op:Ke I1a MaJjio CIopHuje
oJ1 cpeiibe BpegHocTu. Cpe/iiba Op3una he cBaKako OCTATH UCTA jep €CTUIla MOpa Ja ojie OJ] Tauke A
Jio Tauke b 3a ukcHO Bpeme.

Ha npumep, Tpeba ma cruraere o kyhe no VIC Iletnure 3a dpukcan Bpemenckn mepuo. 1o MozkeMo
Jla U3BEJIEMO HA HEKOJIMKO HAadMHA. JeJlaH je jia Ha MOYeTKYy yOp3aBaMoO Kao JIYIU U Jia HAra3mMmo Ha
KOYHHUILY IIPU KPajy IyTa, a MOKEMO 1 CBe BpeMe jia ce KpeheMo KOHCTaHTHOM OP3MHOM, WU MOXKEMO
a ce Kkpehemo MaJjio Halpe Ia MaJio YHa3aJ, I1a OleT Hallpes WT/A. JeJnHa cTBap Koja Mopa Ja
ocTaHe UCTa je cpejitba Op3MHa KpeTarba, Koja je jeJiHaka IIpeheHoM IIyTY MO0JIe/beHOM Ca ITPOTEKIUM
BpeMmeHOM. AKO ce KpeheMo Ha OWJIO KOju HAYWH KOJU HUje PABHOMEDHO KpeTarme, TO he 3HAYTNTH
Jla ce HekaJla KpehemMo MaJjio Op:Ke a HeKaJja MaJjio cropuje oj cpejme Op3une. Cpesmba BPEIHOCT
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KBa/IpaTa HEKe BPEJHOCTH KOja Bapupa OKO CPEJIbe BPEJIHOCTH, Kao ITO 3HaMO, Mopa Outu Behe
oJ1 JBaJipaTa cpejibe Bpeanoctu. Omatie 100MjaMo jia ako Bapupamo Op3MHY OKO HEKe BPEJIHOCTH,
y TOM CJIyd4ajy je MHTerpaJ IO BPeMeHy OJ KHHeTHUYKe eHepruje yBeK Behm o Tor mHTerpasa y
ciydajy KoHcranTHe OpsuHe. /Jlakje, MHTerpas je MUHHMAaJaH KaJa je Op3uHa KOHCTAaHTHA (Kaja
HICY NPHUCYTHE crobalibe cuje). Ilpasu myT ce Buan Ha comru 1.5. Cajia mocMaTpamo 9ecTHiry

Cika 1.5:

Koja ce kpehe y rpaBuTanimonom moJby. AKo je 6annumMo HaBHIE, OHA Y TIOYETKY UMa BUCOKY KHHETHYIKY
eneprujy u 6p30 ce Kpehe Ka rope, BpeMeHOM ycriopaBa U KHHETHYKa €HEPTHja ce CMarbyje, IIPH 9eMy
ce norennujasina eHepruja mosehasa. [lakie, Tpeba pa3inkKy KHHETUYKE U MOTEHIUjaHE €Hepruje
MUHUMU30BATU y CpeJiibeM Ha IejioM myTy. [lomro ce morennujasina enepruja nosehaBa Kaja ce
JeCcTUulla Ielkhe HaBUIle, TO HaM Jiaje Mamwy pasiuky 1 — U ako 4yecTuria ITo mpe JOCTUIHE BeJIUKY
BHCHHY Ha KO0joj je Bucoko U (cimka 1.6). Asium ca npyre crpase, He cMe YeCTHIIA MHOTO 6p30 Jia ce

Cnuxka 1.6:

nere, jep 6u To 3HAYMIO Jia he mMaTh BeOMa BeJIMKY KUHETHYKY €HEPrujy IITO IoBehaBa BPEIHOCT
unrerpaJa. /laksie, He KeJuMO MHOTO OP30 J1a HAEMO Ha rope Jia He bucMo nosehasm wHTErpaJ, aan
He 2KeJINMO HU JIa Ce MIPECHopo MemeMo, Jla He OMCMO MMAJIH IIpeMaJly MMOTEHIjaaHy eHeprujy, IiTo
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HaMm oBehaBa mHTerpasn. Pememe ce Kpuje y HekakBoM Oasiancy n3Mely nosehaBama MOTEHIHjaTHE
eHepruje ajim Tako Jia He 1oBehaMo U KUHETHYKY IIPEBUIlle, TaKO Jia pasymka 1'— U Oye mTo Marbe
Moryhe Ha mesom myty. To je cymruna.

Cagna hemo j1a jmokaxkeMo oBy TBp/my. [Ipm Tome hemo KopmcTuTm HOBY MAaTeMaTHKY, KOja HUje
jemnocrasua. Jledunucahemo Besmmunny Koja ce 30Be AejcTBO, Koje oznadaBamo ca S. [lejcTso je
JneUHICAHO KAO UHTErpaJl 110 BPEMEHY Pa3J/inKe KWHETUIKe U MOTEHINja/IHe eHepruje.

S— /tQ(T Ut

t
N T u U cy dynknuje Koje 3aBuce 0j] BpeMeHa. 3a Pa3jinyduTe IMyTeBe KOjUM XUITOTETUIKHI MOZKE J1a e
kpelie vectuia qo6ujamMo pasjmanTe BpeIHOCT 3a JejcTBo (obnuan peasan 6poj). Hamr maremarunaku
npobsieM je ja HahemMo KpuBY 3a Kojy he jejcrBo 6utn MunumasHo. Ta kpuBa he mpejcraBibaru
[IPaBU IIyT.

Mozk1a BaM OBO 3aju4d Ha OOMYaH MPOOJIEM HaJlayKerhba MaKCUMyMa W MUHHUMYyMa (DYHKII]ja.
Nspaaynare gejctBo u gudepertmpare j1a jgobujere MuUHAMYM, ajau nasute! OOWIHO mMaMoO HEKY
dyHKINM]y KOja 3aBUCH OJ] HEKe BeJIMYNHE U MU KeJINMO J1a Hal)eMO BPeJIHOCT Te BeJUYNHE 3a CITyda]
kaJia je byakiyja najseha mwim najmama. Ha nmpumep, nMamMo MeTaIHy IMIUIKY KOjy I'PejeMO Ha HEKOM
IbEHOM JIeJly U Ta ToiyioTa ce mupu. (CBaka Tadka Ha IIWUIIM UMa HEKY BPEJIHOCT TeMIeparype u
MU KeJIMMO Jla HaheMo Tadky y K0joj je Temieparypa HajBeha. Ay y HaIeMm cjydajy KoJ JIejCTBa,
MH CBaKOj IIyTamy J0JIe/byjeMO HEKY OpPOjHY BPEIHOCT, INTO je CACBUM JpyTadnja CTBap, U YKEJIMMO
na Hahemo myT Koju Jaje HajMamu Opoj. To mpejcTaBba CACBUM JIpyTadnjy rpaHy mareMarnke!
[IpBu pobsiem ce omHOCH Ha obmvaH AUMEPEHITNjAJTHE PAYYH, a y CIy4ajy JejcTBa, MU KOPUCTUMO
BapujallMOHU PavyH.

[Toctoje paszuu mpobiieMu y MaTeaMTHIM KOjU Ce pelaBajy rmoMohy BapujammoHor padyHa. Ha
pUMep, KPYKHUILY OOMYHO Jie(bUHUIIEMO KAo CKYII TadaKa y paBHU KOje Cy Ha jeJHAKOM pacTo-
jamy o1 Heke 3ajaTe Tadke (IEHTPa KPYKHUIIE), i MOCTOjH oIl jefHa neduHuImja: KPy KHUIA je
3aTBOpEHa KPHUBa 3ajiaTe JIyKUHE KOja y paBHU OKpYy:Kyje HajBehy moryhy nospmmay. Buio koja
JIpyra 3aTBOPEHa KPUBA UCTE JIy2KUHE 3a0KPYKYje Marby MOBPIIUHY Y OJHOCY Ha KpyxKuuiy. /lakie,
ako oucmo dopmysucaiu mpodsem: [Iponahu KpuBy Koja 3a jaTy JyKUHY OKPYKYje MaKCUMAJHY
IIOBPIIUHY, pelraBaJii OucMo IpobdieM u3 00J1acTh BapujalliOHOI padyHa, IITO HUje OHaj yoOrdajeHu
padyH Ha KOjU CTe HABUKJIW.

Nneja 3a pemrasarme Harmer mnpobJeMa je ciejeha. 3aMUCIIMO Ja ITOCTOJU IMpaBa IIyTamba KOjoM
ce kpehe vectuna, u ja je 6MI0 Koja Jpyra IyTamba KOjy MOXKEMO Ja HalpTaMO 3alpPaBO JIayKHA,
TaKo Jia IIPU padyHaIby JIejCTBa 3a JaxkKHe IyTambe yBek Jgo0ujamMo Behm Opoj o1 JejcTBa 3a IpaBy
nyTamy (cimka 1.7). Crean nHam pemasaibe ciaeaeher npobiema: [Iporanazkerme npase myrtasmbe. [e
je? Jenman mauwmH jecTe ja m3padyHaMO J€jCTBA 33 MIJIMOHE U MUJINOHE ITyTama 1 Ha)eMO MUHUMATHO
MeDhy muma. To MUHUMAJTHO JI€jCTBO OroBapa IpaBoj My TabH.

To je jemanm HauwH, aju MH MOXKeMO MHOro 6osbe o tora! Kajga mmamo BenmdnHy Koja mMa
MUHUMAJHY BPEIHOCT, KOJ obmdHe (DYHKIHje MOIMyT TeMmiepaType, 0cOOMHA MUHUMYyMa je jia aKo
ce MU yJaJbUMO MaJio OJf MUHHMYyMa, 3a BeJuduHy mpBor crernena (Az), npomena dyskimje he
outu Tex apyror pega AT o« (Ax)?. Ha 6uno kom apyrom jeny dbyHKIHje, ako ce U3MeCTHMO 32
MaJIo, mpoMeHa came dyHKImje je npeor peaa AT o« Ax. Ajum, npm MajgoM moMepajy y OIHOCY Ha
MUHUMYM, [IpoMeHa (byHKIMje Y IPBOM pejy amnpokcuMarmje je myia (cauka 1.8). To je oHO mITO
hemo ma KopucTuMO Ja GHCMO OJIPEJIUIN TIpaBy IyTamy. AKO 3HAMO IITa je IpaBa IyTakmba, OHJA
Jpyra IyTama Koja ce caMO 3a MaJio pas3JimKyje oJ1 Ibe, V IMPBOM pejy allpoKCUMalldje, Jiaje UCTO
JejcTBo. buito KakBa paszinka usMmehy mwux he ce jaBUTH TeK y JIpyroM pejy alpoKCUMAIlje, aKo ce
CTBApPHO DA/ O MUHUMYMY.



Cnuxka 1.7:

Cnuxka 1.8:

To je mako mokasaru. AKO IOCTOjU IIPOMEHAa Yy IPBOM Py allPOKCHMAaIldje Kaja 38 MaJo IIPO-
MEHNMO HAIlly IIyTamy, TajJa UMaMO ITPOMEHY JejCTBa KOje je TMPOIMOPIMOHAIHO TOj MAaJOj ITPOMEHN
nyTa. Tasa he HaM ce u JiejcTBO moBehaTu, MTO UMa, CMUC/A jep TPaXKUMO MUHUMYM, I1a JIeBUjalln]ja
oJ1 TpaBor IyTa rmoBehasa S. A y TOM cirydajy, ako OMCMO TPOMEHUIN 3HAK JeBHjallije My Ta, Taja
hemo cMamuUTH J1€jCTBO, OJIHOCHO HOBa IyTama he mmaru Mambe jaejcrBo o modernor! To smaunm ma
MOYETHU ITyT HUKAKO HUje Morao Jia Oyje onaj npasu. /lakiie, jeunn HadmH ja OyJIeMO CUTYPHU JIa ce
CTBap paJil 0 MUHUMYMY je J1a TIPU JIeBUjalldju IIyTamke Y IIPBOM pejly allpOKCUMaIIfje JIejCTBO OcTaje
HEIIPOMEIHLEHO, JIa je IPOMEHa, JIjCTBa MPOIOPIIMOHAJIHA TEK Ca KBaJIpaTOM Bapujallidje IIyTarbe.

Haxise, nmpasu myT hemo mazBatu z,(t), mro je onaj Koju xkeauMmo ja Hahemo. Y3MeMO HEKH
pou3BoJbaH MmMyT (1) Koju ojicyIa Of MpaBor MyTa 3a HEKY MaJly BEIHOCT KOjy 30BeMo 7)(t) (cimka
1.9).

Caga je nneja cieneha. Ako mmamo S 3a mytamy z(t) u S 3a npaBy myTamy Z,(f) (3a koje hemo
mcat S,), U aKo caja u3padyHaMo pasnuky S — S,, oHa he OuTu jeqHaka HyJIH y IPBOM ey
anpoKcuMalije 3a MaJio ojcrynarme 7)(t). HapaBHo ja Ta pasimka Moxke OUTH pas3jinduTa Off HyJIe Y
JIDYTOM peJly alpOKCUMAIIMje, ajll y IPBOM pPeJly Ta JBa JIejCTBAa MOpajy OUTH je/iHaKa.

U1 oBo mopa ja Baxku 3a cBako 7(t). OBo Huje Gamn TavHO, jep JOJATHU YCJIOB KOJH MOPAMO JIa
HaMeTHeMO Ha 7)(t) je ma mocMaTpaMo caMo IyTeBe KOjU MOUHIbY U 3aBINaBajy ce y HCTUM TadKama
A u B, y cyporaoM oBaj Meros He 6u mMmao cmucsaa. CBaku myT Kpehe m3 mcTe Tavke y MOYETHOM
TPEHYTKY t; W 3aBplllaBa ce y HEKOj JAPYT0j TAUYKMW y TPEHYTKY t,, U Te TadKe U TPEHYTKe JIPXKUMO
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Cnuxka 1.9:

dbukcupanum. To 3Haun jga Mopa ga Baxu 1(t;) = 0 u n(t,) = 0. Y3 0Baj yc/IoB, HAIll MATEMATUIKA
pobJieM je 100po JeUHUCAH.
Uneja je na caga ysperumo x(t) = x4(t) + n(t) y uspas 3a gejcTso

rze je V(z) morennujanna enepruja. 3Bos % je uzBo o1 x,(t) + n(t), Tako Ja 3a gejcTBO T06UjAMO

[2)
5=

Pacriumumo magio jmeraspaEje coreehn m3pa3. 3a KBaJIpATHU IIaH TMAMO

2 2
% + 2%@ + @
dt dt dt dt
AJII/I, IIOIITO HAC HE 3aHI/IMajy APYru 1 BUIIIK CTEIIEeHU, MO2KEMO CHO6OLLHO Ja I/IS,HBOjI/IMO CBE 9JIaHOBE

ca JIpyTHM CTEeleHOM 7> U BUINMM CTeIIeHHMa M CTaBUMO UX Yy jeJHy 3arpajy. KuHeTHuku uaaH Ham
rocraje caja

dt

dt

5 +—>2—V(:v0+n)

m (dn, _d
dt dt

2
m [ dx, N dxy dn y )
— m— — 'l U BUIIU CTEIeHN
2 \dt dat dar Y

Caga Tpeba ma pacturremo morernujai V(z,+n). C 063upom j1a cMaTpaMo j1a je 1 Majia BeJInIuHa,
mozkemo V' (x) ma pacnumemo y Tejiaopos pej

2
V(g + 1) = V(o) + V' (o) + 5 V" () + ..

Cajta ce Bpahamo Ha u3pa3 3a JI€jCTBO U CBE WIAHOBE 1) JIPYTOT U BHUIIEr Pejia CTAB/bAMO Y 3arpa/ry
3ajeJTHO

t2 dz, \ 2 dz, d
S = / [g ( x)) — V() + mre N _ V'(zo) + (apyru u Bumu crenenn) | di
31
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Mozkemo TIpMeTHTH J1a MpBa JiBa, YaHa y WHTerpaJsy 3ajearo dune S,. Kaja mpedarmmo S, ca apyre
cTpaHe jeITHAaKOCTU W aKO O3HAaIuMo 0S5 = S — S, mobujamo

27 dx, dn
o3 [1 { gt a )

IJle CMO M30CTaBWIN YJIaHOBE JIpYTOT U BUIIET Pe/ia.
Caja, 1006MIM €MO OBaj MHTErpaJl U He 3HAMO jOIII IIITa je T, aJii 3HAMO Jia 3a OWJIO KOoje 7) OBaj
UHTErpaJl Mopa Ja u3nocu 0.
Cajta 2KeJIimMo J1a, CBEJIEMO flt Ha 7) U TO MOYXKEMO Jia YPaIMMO MOMONY IapIriujaine UHTETrPalifje.

[enepsinu npuHIUN Napiyjane wHTErpamuje je ciaejaehn

_df dn

d(nf) = Usri

a MU 2KeJINMO d f
/ it = / n

dxo
dt

t2 2 g dx, t2 ,
—/t1 £< 7 ) 7)(25)(125—[1 V' (xo)n(t)dt

[IpBu wian Ham oTmaja 300r TpaHUIHOT ycaoBa na je 1n(t,) = n(t,) = 0. Craemn

to d2 T .
5S:A Pmﬁ;_v@ﬂnWﬁ

YUMe CMO JIOBEJIM HAIl MHTErpaJl Ha yKeJbeHH OOJINK.
Umamo ja Baxku j1a je mHTErpasi 6mio dera myTa 7)(t) yBeK jeJHaK HyJIH

Y mamem u3pasy 3a 05, dyHKuja f npemcraBba meL | Tako Ja KaJa yBPCTUMO y 0.5 mobujaMo

dx,

/ﬂm@ﬁZQ

Umano Heky dyHKIM]y KOja 3aBHCH OJl BDEMEHA, IOMHOKIAMO je ca 7)(t) U HOMHTErPaJIuMO TI0 1EJIOM
BPEMEHCKOM WHTepBasy, u jobujemo Hyma. OBo 3Haunm na je dyskmumja F(t) = 0. Eo jemsor
jeTHOCTABHOT J0Ka3a.

Bamucinmo na je dyaximja 7(t) jeqHaka HyJIH 3a CBe BPEJHOCTH t CEM Y YCKOj OKOJIMHHU HEKe
koHkperHe BpenHocTu (ciauka 1.10). Kaga uarerpasumo npoussoq F' u n(t), jeIMHO MeCTO 0OJ1 KOjeJ
OMCMO OYEKHMBAJIN HEHYJITH JOIPUHOC MHTErpaly je yrmpaBo OKO Te HeKe BPEJIHOCTH rje je 1)(t) He-
HYJITO, a1 ¢ 003UPOM JIa je MHTEerpaJl HyJja, TO 3Ha4Yu ja F' Oall OKo Te BPEJIHOCTU y3UMa BPEIHOCT
uyna. [ormo je n(t) npoussosbHa hyHKIMja U Taj HEHYJITH OpEr MOYKEMO MPOU3BOJHHO JIa IETAMO,
TO 3Ha4M Jia BYHKIHja £ Mopa OUTH MJIEHTHYKY je/IHaKa HY/IU Ha I1€JIOM HHTEPBAJLY.

Opnasge ciean 1a je

d*x,
" ae

JlaxJjie, OBy jeiHAUMHY 3a/10BOJbaBa jeJIMHO IIPABU IIyT KOJUM Ce UecTulla Kpehe jep je y oBoM cirydajy
nejcrBo mmHNMaHO. OBa jeaHaunua je 3ampaBo F' = ma. [lpBu wian je maca myrta yOpsame, a

—V'(z,)| =0

JPYTHU WIaH je W30 MOTeHIja/IHe eHepruje, MITo je Cua.



1 Teopuja

Cnuxka 1.10:

Jlaxkse, mITo ce THYe KOH3EPBATUBHUX CUCTEMA, MTOKA3AJM CMO Jia IIPUHIIAIT HAjMarber JIejcTBa Jaje
TagHO perrebe. Kaxke HaM ja IIyT KOJU MMa MHHHMAJIHO JIejCTBO 3a/10Bo/baBa HbyTHOB 3aK0H.

Cre 0BO MOXKe Jla ce ypaJiu U y BUII JIUMeH3uja, Huje yorrrre npobieM. Taxole, oBaj MeTos MoxKe
J1a ce TeHepaJn3yje Ha BUIe YeCTHUIa.

Pekyin cMmo j1a jeHavunba KpeTamba 3a/10Bo/baBa FbyTHOB 3aKoH, ajim 0BO M HUje Oalll TavdHO, jep
ko1 EbyTHOBOI 3aKOHa 703BOJbEHE CY U HEKOH3E€pPBATUBHE CUJIE TIOIYT CUJIE TPEeHha, IITO HUje JT03BO-
JbEHO KOJI IIPUHITAIIA HajMAamber JejCTBa, jep OH He paju 3a CIydaj HeKOH3epBATUBHUX CHJIa, Beh camo
KaJla CuJjie UMajy HeKH CBOj ojroBapajyhu moreHnujai (KoH3epBaTUBHE cujie). A, HEKOH3epPBATBHE
CUJIe TIOCTOje caMO aKO 3aHeMapuMO MHUKPOCKOIICKE WHTEpaKIfje W CANYHEe KOMILIMKAIAje, jep Cy
y CYIITUHU CBe CUJIE€ Y NPHUPOJN HA MHUKPOCKOIICKOM HUBOY 3allpaBO KOH3epBaTuUBHe. Tako Jia 3a-
KOHe (DYHIAMEHTAHIX CHJIa (MHTEPAKIHja) MOKEMO Ja (hOPMYYIUIIEMO TPEKO IPUHITAIIA HAJMAET
JiejCTBA.

1.3 JlarpaH>xunjaH v jegHauvmHe KpeTatba naeasiHOr KjaaTHa

Jlaro je wjeasHo KJIaTHO Mace m U JyzKuHe | Koje ce Kpehe y BepTHKAJIHOj PaBHU Y XOMOT'€HOM
IPABUTAIIMOHOM TI0JbY €& rpaBUTarmoHnM yopsameM ¢ (ciuka 1.11). Ilpupomnn kouduryparmonn

—mgl cosd

Cnuka 1.11:

IPOCTOP UJICAHOI KJIATHA je KPYyr (CKyIl Tadaka y IIPOCTOPY y KOMe MoOxKe Ja ce Hahe MaceHu Jeo



1 Teopuja

kiarHa). [Ipuposgna KoopuHaTa 3a oBaj KoHdUrypaonau mpoctop je 0. Jlasbe, mmamo:

1 .
U= —mglcost

OpmaBre ciean J1a je JarpaHzKujaH
1 2
L= im(ldotﬁ) + mgl cos

VY JlarpamzkeBoMm popMan3My, jeHadINHEe KpeTarmba cucrteMa, jobujamo n3 Qjunep-Jlarpan>koBux
jenHaduHA:
d (OL\ 0L
i (51) ~

NszpauynaBameM 3a 0Baj HaIl IIpUMep KJIaTHa J100UjaMo:

OL :

—_— = leQ,

oL
00

Kazma oBe uzpase yspctumo y Ojirep-Jlarpanzxkese jeanadmae, 100mjamMo

= —mglsin@.

d .
%( 1’0) = —mglsin 6

ml*6 = —mglsin 0

OJTHOCHO Ka0

= —% sin 0
Y IbyTHOBO] MeXaHUIN jeJHAYNHE KpeTarma MpeJcTaB/baMo y o0IuKy Japyror EbyTHosor 3akona
mg = f(g.?)

rie je f(q,t) cuna koja jenyje Ha decruiyy. Very jeqnaduny gobujamo u3 Jlarpanzxkesor popMasn3ma
ako je f(q,t) KoH3epBaTHBHA cuja, Tj. ako mMa ojarosapajyhm morenrmjan U(g,t) Tako ja BaKu

flq,t) = —%—Iq]. Bamncra, Jlarpam:xunjan MOKeMO Ja HAIUIIEMO y OOJIUKY
1.
L= §m(q) - Ul(q, 1)

Axo 6ucmo yBerunin oBaj Jlarpamxkujan y Ojrep-Jlarpanzkese jegnadnte, 106um OUCMO jeTHATUHY
mg = f(q,1).
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2 3apaun

3a cienehe cucreme nahu Jlarpamxujan, a 3atum wa ocaoBy Ojiiep-Jlarpamkesux jegHaunta nahu
jennagmue Kpetama. Ojrep-Jlarpam:keBa jeanaqnsa je:

d (0L oL 0
dt \ 9¢ oq
IJie Cy ¢ U ¢ TeHepaJiucaHe Koop iuHaTe U Op3uHe.

Bamarak 1. /Ipocrpyko kjiartHO y paBHE (cimka 2.1).

Cnuxka 2.1:

Bamarak 2. VieaaHo KJaTHO Mace m je OKauYeHO O TadKy Koja:
e (a) je Ha BEPTUKAJIHOM KPYTy KOji POTHpa yraoHOM Op3uHOM v (ciuka 2.2),
e (6) ocruryje XOPU3OHTAIHO Y PaBHU KpeTamwa KJaTHA 110 GOPMYJIU T = @ COs Vi,

e (B) ocruIyje BEPTUKAJIHO 110 JeJHAYUHE Y = a COS Vi.

11



2 Bazanmu

X

————— e

Cnuxka 2.2:

Bamarak 3. ITocmarpamo cucrem ca ciauke 2.3. Hectuma mace m, Kpehe ce ay»K BepTHKajHe oce
U 10 CUCTEM POTHPA OKO OCe KOHCTAHTHOM yraoHOM Op3uHOM ().

A
o
(44 a
m m,
o o
g
Cnuxka 2.3:

Banarak 4. Ha ciumu 2.4 je nara KyTuja Mace m Koja ce Kjm3a HEH3 crpMmy pasad mace M. Pamma
ce moMepa 0e3 Tpera Ha XOPU30HTAJIHO] pPABHU U IbeHa MO3WIHMja je O3HadeHa ca x,. KyTuja Kan3u
HU3 CTPMY paBaH 0e3 Tpema U HbeH T0JI0XKA] Y OJHOCY Ha CTPMY paBaH je 3aJIaT Ca Ts.

Chnuxka 2.4:
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2 Bazanmu

Bamarak 5. Ha ciumu 2.5 je maTo maeaHo KJIaTHO Jy:KHUHE ' U Mace 1M Koje je OKOYEHO O TeJo
Mace M koje ¢ Kpehe 1y:k x-oce 0e3 Tpemba.

Chnuxka 2.5:

3aparak 6. Ha commm 2.6 je mato Teno mace M koje je moBe3aHo ¢ JpyruM TejoMm Mace m. Teso
mace M ce kpehe 6e3 Tpema 110 KPYKHUIU OJIYIIPEYHUKA " HA XOPU30HTAYHO] MOBPIIUHE cToIa. Te
JIBE Mace Cy IoBe3aHe 6e3MaceHOM HEHMCTErJbUBOM HUTH JIyKUHE | KOja IIpoJia3u Kpo3 PyILy Ha CTOJIY.
[Tozumnuja Tema mace M je 3amarta y OZHOCY Ha PYILY Y CTOJIY IIpeko r u 6.

!

Chnuxka 2.6:

Bamarak 7. Yecruia mace m ce kehe cJI000/IHO 110 YHY TPAIIE0O] CTPAHH IIOJIYJIONTE IOy TPETHIKA,
R, anja oca je napastenna Beprukanu. [lomoxkaj decturie je ompebhen npeko 0 u ¢ (camka 2.7).

Cnuxka 2.7:
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