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1 Теориjа

1.1 Генералисане координате

Jедан од основних поjмова у класичноj механици jе честица, односно материjална тачка. Под
овим се мисли на тело чиjе су физичке димензиjе занемариве у односу на растоjања коjа прелази
и нису неопходне за описивање његовог кретања. Ово зависи од конкретног случаjа коjим се
бавимо. На пример, планету можемо сматрати материjалном тачком при посматрању њеног
кретања око Сунца, али не и ако нас интересуjе њено ротирање око сопствене осе.

Позициjа честице у простору jе дефинисана помоћу њеног радиjус вектора (вектора положаjа)
чиjе су компоненте дате у Декартовим координатама x, y, z. Извод ~v = d~r

dt
од ~r по t се зове

брзина честице, а други извод ~a = d2~r
dt2

jе убрзање. У наставку текста ћемо, као што jе то
обичаj, извод по времену неке величине означавати тачком изнад те величине, као ~v = ~̇r.

Да бисмо дефинисали положаj N честица у простору, неопходно jе да задамо N радиjус
вектора, односно 3N координата. Броj независних величина коjе морамо задати да бисмо jед-
нозначно дефинисали положаj система зовемо броj степени слободе система. У претходном
случаjу, броj степени слободе jе 3N. Те независне величине не мораjу нужно бити Декартове
координате честица, већ било коjе величине коjе су наjприкладниjе проблему коjи решавамо.
Произвољних s величина q1, q2, ..., qs коjе у потпуности дефинишу положаj система са s степени
слободе зовемо генералисане координате система, а изводе q̇i зовемо генералисане брзине.

Када задамо вредности генералисаним координатама, ми смо задали како изгледа механичко
стање у том тренутку, али не знамо како ће систем изгледати у наредним тренуцима. За дате
вредности генералисаних координата, систем може имати произвољене генералисане брзине, а
те брзине нам говоре како ће изгледати систем после извесног инфинитезималног времена dt.

Ако истовремено задамо вредности генералисаним координатама и брзинама система, из ис-
куства знамо да ће нам то у потпуности дефинисати стање система и његово даље кретање
ћемо, у принципу, моћи да одредимо. Математички речено, ово значи да ако у неком тренутку
знамо све генералисане координате q и брзине q̇, тада jе jеднозначно одређено убрзање q̈ у том
истом тренутку.

Релациjе коjе повезуjу убрзања са координатама и брзинама називаjу се jедначине кре-
тања. То су диференциjалне jедначине другог реда у односу на q(t), чиjим интеграљењем се
принципиjелно могу наћи те функциjе q(t). тj. траjекториjе кретања механичког система.

1.2 Принцип наjмањег деjства

Наjопштиjа формулациjа закона кретања механичких система jе дата такозваним принципом
наjмањег деjства. Илуструjмо то на следећи начин. Замислите да имамо лоптицу (коjа се
налази нпр. у гравитационом пољу) коjу бацимо из jедне тачке и коjа се слободно креће до
неке друге тачке. Дакле бацимо jе, она иде ка горе, почне да се спушта доле и стиже у жељену
тачку за одређено време (слика 1.1). Сада пробамо да шетамо лоптицу од исте почетне до
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1 Теориjа

Слика 1.1:

исте краjње тачке за исто време, али дуж неке нове путање (слика 1.2). Ако бисмо израчунали
кинетичку енергиjу у сваком тренутку дуж путање, од тога одузели потенциjалну енергиjу у
сваком тренутку дуж путање и то поинтегралили у времену, добићемо броj коjи jе већи него
у случаjу праве путање лоптице. Другим речима, други Њутнов закон не морамо да пишемо

Слика 1.2:

у облику F = ma, већ као: Разлика средње кинетичке енергиjе минус средње потенциjалне
енергиjе jе минимална дуж путање између две тачке коjом се креће тело (усредњавање вршимо
по времену).

Да илуструjемо мало боље. Посматрамо честицу у гравитационом пољу, и та честиц има
траjекториjу x(t) (за сада посматраjмо кретање у jедноj димензиjи, честица се креће само горе-
доле, не може у страну да скреће), где нам x представља висину на коjоj се честица налази,
кинетичка енергиjа jе тада T = 1

2
m(dx

dt
)2 а потенциjална енергиjа jе константна у времену mgx.

Сада одузмемо потенциjалну енергиjу од кинетичке енергиjе и то поинтегралимо по времену
од почетног до краjњег тренутка кретања. Претпоставимо да се тело у почетном тренутку t1
налазило на некоj висини и да jе у краjњем тренутку t2 оно позиционирано у некоj другоj тачки
у простору (1.3). Таj интеграл jе облика∫ t2

t1

[
1

2
m

(
dx

dt

)2

−mgx

]
dt

Ако бисмо нацртали график положаjа у зависности од времена, добићемо неку криву (то ће бити
параола) и за ту параболу оваj интеграл ће имати неку вредност. Али ми можемо да замислимо
да се тело кретало по некоj другачиjоj кривоj, да jе ишло мало горе, па мало доле, као на слици
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1 Теориjа

Слика 1.3:

1.4. За оваj кривудави пут можемо да израчунамо интеграл, тj. за било коjи пут можемо да
израчунамо интеграл, али jе невероватна чињеница то што ће само прави пут (онаj коjи се
уочава у стварности) имати минималну вредност овог интеграла! Хаjде да испробамо на делу.

Слика 1.4:

Узмимо за почетак слободну честицу коjа нема потенциjалну енергиjу. Тада ово наше правило
каже да при кретању ове наше честице од тачке А до тачке Б за одређено време, интеграл
кинетичке енергиjе jе минималан, одакле следи да се честица креће равномерно праволиниjски
(знамо да jе прави одговор да ће равномерно праволиниjски да се креће). Зашто jе тако? Зато
што, ако се не би кретало константном брзином, онда би се кретало мало брже па мало спориjе
од средње вредности. Средња брзина ће свакако остати иста jер естица мора да оде од тачке А
до тачке Б за фиксно време.

На пример, треба да стигнете од куће до ИС Петнице за фиксан временски период. То можемо
да изведемо на неколико начина. Jедан jе да на почетку убрзавамо као луди и да нагазимо на
кочницу при краjу пута, а можемо и све време да се крећемо константном брзином, или можемо
да се крећемо мало напред па мало уназад, па опет напред итд. Jедина ствар коjа мора да
остане иста jе средња брзина кретања, коjа jе jеднака пређеном путу подељеном са протеклим
временом. Ако се крећемо на било коjи начин коjи ниjе равномерно кретање, то ће значити
да се некада крећемо мало брже а некада мало спориjе од средње брзине. Средња вредност
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1 Теориjа

квадрата неке вредности коjа варира око средње вредности, као што знамо, мора бити веће
од двадрата средње вредности. Одатле добиjамо да ако варирамо брзину око неке вредности,
у том случаjу jе интеграл по времену од кинетичке енергиjе увек већи од тог интеграла у
случаjу константне брзине. Дакле, интеграл jе минималан када jе брзина константна (када
нису присутне спољашње силе). Прави пут се види на слици 1.5. Сада посматрамо честицу

Слика 1.5:

коjа се креће у гравитационом пољу. Ако jе бацимо навише, она у почетку има високу кинетичку
енергиjу и брзо се креће ка горе, временом успорава и кинетичка енергиjа се смањуjе, при чему
се потенциjална енергиjа повећава. Дакле, треба разлику кинетичке и потенциjалне енергиjе
минимизовати у средњем на целом путу. Пошто се потенциjална енергиjа повећава када се
честица пење навише, то нам даjе мању разлику T − U ако честица што пре достигне велику
висину на коjоj jе високо U (слика 1.6). Али са друге стране, не сме честица много брзо да се

Слика 1.6:

пење, jер би то значило да ће имати веома велику кинетичку енергиjу што повећава вредност
интеграла. Дакле, не желимо много брзо да идемо на горе да не бисмо повећали интеграл, али
не желимо ни да се преспоро пењемо, да не бисмо имали премалу потенциjалну енергиjу, што
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1 Теориjа

нам овећава интеграл. Решење се криjе у некаквом балансу између повећавања потенциjалне
енергиjе али тако да не повећамо и кинетичку превише, тако да разлика T − U буде што мање
могуће на целом путу. То jе суштина.

Сада ћемо да докажемо ову тврдњу. При томе ћемо користити нову математику, коjа ниjе
jедноставна. Дефинисаћемо величину коjа се зове деjство, коjе означавамо са S. Деjство jе
дефинисано као интеграл по времену разлике кинетичке и потенциjалне енергиjе.

S =

∫ t2

t1

(T − U)dt

И T и U су функциjе коjе зависе од времена. За различите путеве коjим хипотетички може да се
креће честица добиjамо различите вредност за деjство (обичан реалан броj). Наш математички
проблем jе да нађемо криву за коjу ће деjство бити минимално. Та крива ће представљати
прави пут.

Можда вам ово заличи на обичан проблем налажења максимума и минимума функциjа.
Израчунате деjство и диференцирате да добиjете минимум, али пазите! Обично имамо неку
функциjу коjа зависи од неке величине и ми желимо да нађемо вредност те величине за случаj
када jе функциjа наjвећа или наjмања. На пример, имамо металну шипку коjу греjемо на неком
њеном делу и та топлота се шири. Свака тачка на шипци има неку вредност температуре и
ми желимо да нађемо тачку у коjоj jе температура наjвећа. Али у нашем случаjу код деjства,
ми свакоj путањи додељуjемо неку броjну вредност, што jе сасвим другачиjа ствар, и желимо
да нађемо пут коjи даjе наjмањи броj. То представља сасвим другачиjу грану математике!
Први проблем се односи на обичан диференциjални рачун, а у случаjу деjства, ми користимо
вариjациони рачун.

Постоjе разни проблеми у матеамтици коjи се решаваjу помоћу вариjационог рачуна. На
пример, кружницу обично дефинишемо као скуп тачака у равни коjе су на jеднаком расто-
jању од неке задате тачке (центра кружнице), али постоjи jош jедна дефинициjа: кружница jе
затворена крива задате дужине коjа у равни окружуjе наjвећу могућу површину. Било коjа
друга затворена крива исте дужине заокружуjе мању површину у односу на кружницу. Дакле,
ако бисмо формулисали проблем: Пронађи криву коjа за дату дужину окружуjе максималну
површину, решавали бисмо проблем из области вариjационог рачуна, што ниjе онаj уобичаjени
рачун на коjи сте навикли.

Идеjа за решавање нашег проблема jе следећа. Замислимо да постоjи права путања коjом
се креће честица, и да jе било коjа друга путања коjу можемо да нацртамо заправо лажна,
тако да при рачунању деjства за лажне путање увек добиjамо већи броj од деjства за праву
путању (слика 1.7). Следи нам решавање следећег проблема: Проналажење праве путање. Где
jе? Jедан начин jесте да израчунамо деjства за милионе и милионе путања и нађемо минимално
међу њима. То минимално деjство одговара правоj путањи.

То jе jедан начин, али ми можемо много боље од тога! Када имамо величину коjа има
минималну вредност, код обичне функциjе попут температуре, особина минимума jе да ако
се ми удаљимо мало од минимума, за величину првог степена (∆x), промена функциjе ће
бити тек другог реда ∆T ∝ (∆x)2. На било ком другом делу функциjе, ако се изместимо за
мало, промена саме функциjе jе првог реда ∆T ∝ ∆x. Али, при малом помераjу у односу на
минимум, промена функциjе у првом реду апроксимациjе jе нула (слика 1.8). То jе оно што
ћемо да користимо да бисмо одредили праву путању. Ако знамо шта jе права путања, онда
друга путања коjа се само за мало разликуjе од ње, у првом реду апроксимациjе, даjе исто
деjство. Било каква разлика између њих ће се jавити тек у другом реду апроксимациjе, ако се
стварно ради о минимуму.
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Слика 1.7:

Слика 1.8:

То jе лако доказати. Ако постоjи промена у првом реду апроксимациjе када за мало про-
менимо нашу путању, тада имамо промену деjства коjе jе пропорционално тоj малоj промени
пута. Тада ће нам се и деjство повећати, што има смисла jер тражимо минимум, па девиjациjа
од правог пута повећава S. Али у том случаjу, ако бисмо променили знак девиjациjе пута, тада
ћемо смањити деjство, односно нова путања ће имати мање деjство од почетног! То значи да
почетни пут никако ниjе могао да буде онаj прави. Дакле, jедини начин да будемо сигурни да се
ствар ради о минимуму jе да при девиjациjи путање у првом реду апроксимациjе деjство остаjе
непромењено, да jе промена деjства пропорционална тек са квадратом вариjациjе путање.

Дакле, прави пут ћемо назвати x0(t), што jе онаj коjи желимо да нађемо. Узмемо неки
произвољан пут x(t) коjи одсупа од правог пута за неку малу ведност коjу зовемо η(t) (слика
1.9).

Сада jе идеjа следећа. Ако имамо S за путању x(t) и S за праву путању x0(t) (за коjе ћемо
писати S0), и ако сада израчунамо разлику S − S0, она ће бити jеднака нули у првом реду
апроксимациjе за мало одступање η(t). Наравно да та разлика може бити различита од нуле у
другом реду апроксимациjе, али у првом реду та два деjства мораjу бити jеднака.

И ово мора да важи за свако η(t). Ово ниjе баш тачно, jер додатни услов коjи морамо да
наметнемо на η(t) jе да посматрамо само путеве коjи почињу и завшаваjу се у истим тачкама
А и Б, у суротном оваj метод не би имао смисла. Сваки пут креће из исте тачке у почетном
тренутку t1 и завршава се у некоj другоj тачки у тренутку t2, и те тачке и тренутке држимо
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Слика 1.9:

фиксираним. То значи да мора да важи η(t1) = 0 и η(t2) = 0. Уз оваj услов, наш математички
проблем jе добро дефинисан.

Идеjа jе да сада уврстимо x(t) = x0(t) + η(t) у израз за деjство

S =

∫ t2

t1

[
m

2

(
dx

dt

)2

− V (x)

]
dt

где jе V (x) потенциjална енергиjа. Извод dx
dt

jе извод од x0(t) + η(t), тако да за деjство добиjамо

S =

∫ t2

t1

[
m

2

(
dx0

dt
+
dη

dt

)2

− V (x0 + η)

]
dt

Распишимо мало детаљниjе следећи израз. За квадратни члан имамо(
dx0

dt

)2

+ 2
dx0

dt

dη

dt
+

(
dη

dt

)2

Али, пошто нас не занимаjу други и виши степени, можемо слободно да издвоjимо све чланове
са другим степеном η2 и вишим степенима и ставимо их у jедну заграду. Кинетички члан нам
постаjе сада

m

2

(
dx0

dt

)2

+m
dx0

dt

dη

dt
+ (други и виши степени)

Сада треба да распишемо потенциjал V (x0+η). С обзиром да сматрамо да jе η мала величина,
можемо V (x) да распишемо у Теjлоров ред

V (x0 + η) = V (x0) + ηV ′(x0) +
η2

2
V ′′(x0) + ...

Сада се враћамо на израз за деjство и све чланове η другог и вишег реда стављамо у заграду
заjедно

S =

∫ t2

t1

[
m

2

(
dx0

dt

)2

− V (x0) +m
dx0

dt

dη

dt
− ηV ′(x0) + (други и виши степени)

]
dt

7



1 Теориjа

Можемо прметити да прва два члана у интегралу заjедно чине S0. Када пребацимо S0 са друге
стране jеднакости и ако означимо δS = S − S0 добиjамо

δS =

∫ t2

t1

[
m
dx0

dt

dη

dt
− ηV ′(x0)

]
dt

где смо изоставили чланове другог и вишег реда.
Сада, добили смо оваj интеграл и не знамо jош шта jе x0 али знамо да за било коjе η оваj

интеграл мора да износи 0.
Сада желимо да сведемо dη

dt
на η и то можемо да урадимо помоћу парциjалне интеграциjе.

Генерлни принцип парциjане интеграциjе jе следећи

d(ηf) = η
df

dt
+ f

dη

dt

а ми желимо ∫
f
dη

dt
dt = ηf −

∫
η
df

dt
dt

У нашем изразу за δS, функциjа f представља mdx0
dt

, тако да када уврстимо у δS добиjамо

δS = m
dx0

dt
η(t)

∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

d

dt

(
m
dx0

dt

)
η(t)dt−

∫ t2

t1

V ′(x0)η(t)dt

Први члан нам отпада због граничног услова да jе η(t1) = η(t2) = 0. Следи

δS =

∫ t2

t1

[
−md2x0

dt2
− V ′(x0)

]
η(t)dt

чиме смо довели наш интеграл на жељени облик.
Имамо да важи да jе интеграл било чега пута η(t) увек jеднак нули∫

F (t)η(t)dt = 0.

Имамо неку функциjу коjа зависи од времена, помножимо jе са η(t) и поинтегралимо по целом
временском интервалу, и добиjемо нула. Ово значи да jе функциjа F (t) = 0. Ево jедног
jедноставног доказа.

Замислимо да jе функциjа η(t) jеднака нули за све вредности t сем у ускоj околини неке
конкретне вредности (слика 1.10). Када интегралимо производ F и η(t), jедино место од коjед
бисмо очекивали ненулти допринос интегралу jе управо око те неке вредности где jе η(t) не-
нулто, али с обзиром да jе интеграл нула, то значи да F баш око те вредности узима вредност
нула. Потшо jе η(t) произвољна функциjа и таj ненулти брег можемо произвољно да шетамо,
то значи да функциjа F мора бити идентички jеднака нули на целом интервалу.

Одавде следи да jе [
−md2x0

dt2
− V ′(x0)

]
= 0

Дакле, ову jедначину задовољава jедино прави пут коjим се честица креће jер jе у овом случаjу
деjство минимално. Ова jедначина je заправо F = ma. Први члан jе маса пута убрзање, а
други члан jе изод потенциjалне енергиjе, што jе сила.
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1 Теориjа

Слика 1.10:

Дакле, што се тиче конзервативних система, показали смо да принцип наjмањег деjства даjе
тачно решење. Каже нам да пут коjи има минимално деjство задовољава Њутнов закон.

Све ово може да се уради и у виш димензиjа, ниjе уопште проблем. Такође, оваj метод може
да се генерализуjе на више честица.

Рекли смо да jедначина кретања задовољава Њутнов закон, али ово и ниjе баш тачно, jер
код Њутновог закона дозвољене су и неконзервативне силе попут силе трења, што ниjе дозво-
љено код принципа наjмањег деjства, jер он не ради за случаj неконзервативних сила, већ само
када силе имаjу неки своj одговараjући потенциjал (конзервативне силе). Али, неконзерватвне
силе постоjе само ако занемаримо микроскопске интеракциjе и сличне компликациjе, jер су
у суштини све силе у природи на микроскопском нивоу заправо конзервативне. Тако да за-
коне фундаменталних сила (интеракциjа) можемо да формуулишемо преко принципа наjмањег
деjства.

1.3 Лагранжиjан и jедначине кретања идеалног клатна

Дато jе идеално клатно масе m и дужине l коjе се креће у вертикалноj равни у хомогеном
гравитационом пољу са гравитационим убрзањем g (слика 1.11). Природни конфигурациони

Слика 1.11:

простор идеаног клатна jе круг (скуп тачака у простору у коме може да се нађе масени део

9



1 Теориjа

клатна). Природна координата за оваj конфигурацоини простор jе θ. Даље, имамо:

T =
1

2
m(lθ̇)2

U = −mgl cos θ

Одавде следи да jе лагранжиjан

L =
1

2
m(ldotθ)2 +mgl cos θ

У Лагранжевом формализму, jедначине кретања система добиjамо из Оjлер-Лагранжових
jедначина:

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
=
∂L

∂q

Израчунавањем за оваj наш пример клатна добиjамо:

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,

∂L

∂θ
= −mgl sin θ.

Када ове изразе уврстимо у Оjлер-Лагранжеве jедначине, добиjамо

d

dt
(ml2θ̇) = −mgl sin θ

ml2θ̈ = −mgl sin θ

односно као
θ̈ = −g

l
sin θ

У Њутновоj механици jедначине кретања представљамо у облику другог Њутновог закона

mq̈ = f(q, t)

где jе f(q, t) сила коjа делуjе на честицу. Исту jедначину добиjамо из Лагранжевог формализма
ако jе f(q, t) конзервативна сила, тj. ако има одговараjући потенциjал U(q, t) тако да важи
f(q, t) = −∂U

∂q
. Заиста, Лагранжиjан можемо да напишемо у облику

L =
1

2
m(q̇)2 − U(q, t)

Ако бисмо увстиили оваj Лагранжиjан у Оjлер-Лагранжеве jедначине, добили бисмо jедначину
mq̈ = f(q, t).
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2 Задаци

За следеће системе нађи Лагранжиjан, а затим на основу Оjлер-Лагранжевих jедначина нађи
jедначине кретања. Оjлер-Лагранжева jедначина jе:

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0

где су q и q̇ генералисане координате и брзине.
Задатак 1. Двоструко клатно у равни (слика 2.1).

Слика 2.1:

Задатак 2. Идеално клатно масе m jе окачено о тачку коjа:

• (а) jе на вертикалном кругу коjи ротира угаоном брзином ν (слика 2.2),

• (б) осцилуjе хоризонтално у равни кретања клатна по формули x = a cos νt,

• (в) осцилуjе вертикално по jедначини y = a cos νt.
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2 Задаци

Слика 2.2:

Задатак 3. Посматрамо систем са слике 2.3. Честица масе m2 креће се дуж вертикалне осе
и цео систем ротира око осе константном угаоном брзином Ω.

Слика 2.3:

Задатак 4. На слици 2.4 jе дата кутиjа масе m коjа се клиза низ стрму раван масе M . Рампа
се помера без трења на хоризонталноj равни и њена позициjа jе означена са x1. Кутиjа клизи
низ стрму раван без трења и њен положаj у односу на стрму раван jе задат са x2.

Слика 2.4:
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2 Задаци

Задатак 5. На слици 2.5 jе дато иделно клатно дужине r и масе m коjе jе окочено о тело
масе M коjе с креће дуж x-осе без трења.

Слика 2.5:

Задатак 6. На слици 2.6 jе дато тело масе M коjе jе повезано с другим телом масе m. Тело
масе M се креће без трења по кружници полупречника r на хоризонтачноj површини стола. Те
две масе су повезане безмасеном неистегљивом нити дужине l коjа пролази кроз рупу на столу.
Позициjа тела масе M jе задата у односу на рупу у столу преко r и θ.

Слика 2.6:

Задатак 7. Честица масе m се кеће слободно по унутрашњоj страни полулопте полупречника
R, чиjа оса jе паралелна вертикали. Положаj честице jе одређен преко θ и ϕ (слика 2.7).

Слика 2.7:
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